Модуль 1. Элементы теории чисел

Глава 1.1. Целые числа

(1.1.1. Теория делимости

Целыми называются числа ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3,..., т.е. натуральные числа 1, 2, 3, 4,..., а также нуль и отрицательные числа -1, -2, -3, -4,.... Множество всех целых чисел обозначается через Z (от немецкого слова Zahl – число).

Сумма, разность и произведение двух целых чисел – также целые числа. Если для трех целых чисел a, b и с выполнено равенство 
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 то говорят: а делится на b или b делит а и применяют соответственно обозначения 
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 При этом а называют кратным числа b, а b – делителем числа а.
Свойства делимости целых чисел:

1) а делится на а (рефлексивность);

2) если а делится на b, b делится на а, то 
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 или -b;

3) если а делится на b, b делится на с, то а делится на с (транзитивность);

4) если 
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 а делится на d, b делится на d, то и с делится на d;

5) если ad делится на bd, 
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 то а делится на b.

Доказательство свойства 1: 
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Доказательство свойства 2: 
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Доказательство свойства 3: 
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Доказательство свойства 4: 
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 Отсюда 
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Доказательство свойства 5: 
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 Отсюда 
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Теорема (о делении с остатком): Для любых двух целых чисел а и b существует и притом единственная пара чисел q и r, для которых
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Доказательство теоремы существования. Расположим на числовой оси числа ..., -2b, -b, 0, b, 2b,...
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Они разбивают ось на интервалы длины 
[image: image19.wmf]b
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 в один из которых попадает число а, т.е. существует целое число q, для которого
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Введем обозначение 
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 Тогда
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Доказательство теоремы единственности проведем методом от противного. Пусть существуют два представления
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Предположим, что 
[image: image25.wmf]r

r

1

2

<

.

 Тогда 
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 Здесь 
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EMBED Equation.3[image: image29.wmf]Получили противоречие, а это значит, что предположение 
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EMBED Equation.3[image: image31.wmf]неверно. Аналогично приводит к противоречию предположение 
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 Остается лишь одна возможность 
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 но тогда и 
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 т.е. оба представления совпадают.

Доказательство закончено. ■
Число q в равенстве 
[image: image35.wmf]a
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 называется неполным частным, а r остатком от деления а на b. Если 
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 то q называется частным от деления а на b.

Пример. Если 
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Если 
[image: image39.wmf]a

b

=

=

-

198

15

,

,

 то 
[image: image40.wmf]198

15

13

3

0

3

15

=

-

×

-

+

<

<

-

(

)

(

)

,

.


Если 
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Если 
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Если 
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Упражнения и задачи

1) Если каждое из чисел а и b делится на с, то их сумма и разность также делится на с. Доказать.

2) Для любого целого числа b если а делится на с, то и ab делится на с. Доказать.

3) Если 
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 Доказать это.

4) Если а делится на b, то при любом целом 
[image: image49.wmf]k
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 и ak делится на bk и ak делится на b. Доказать.

5) Если а делится на b, то при любом целом 
[image: image50.wmf]n
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 делится на 
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 Доказать.

6) Для любых целых чисел 
[image: image52.wmf]a
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 и 
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 существует и притом единственное представление числа а в виде 
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 где 
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 (представление числа а в системе счисления с основанием т). Доказать.

7) Произведение трех последовательных целых чисел делится на 6. Доказать.

8) Произведение четырех последовательных целых чисел делится на 24. Доказать.

9) Доказать, что 
[image: image57.wmf]m
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 делится на 30 для любого целого числа т.

10) Доказать, что:

а) если 
[image: image58.wmf]a
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 делится на 3, то а делится на 3 и b делится на 3;

б) если 
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 делится на 7, то а и b тоже делятся на 7;

в) если 
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 то abc делится на 60.

11) Найти шестизначное число, которое оканчивается на 5 и увеличивается в 4 раза после перестановки этой цифры на первое место.

12) Если пятизначное число делится на 41, то и все числа, полученные путем круговой перестановки цифр этого числа, делятся на 41. Доказать это.

13) Если трехзначное число abc делится на 37, то и числа bca, cab тоже делятся на 37. Доказать.

14) Если 
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 делится на 
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 Доказать.

15) Найти четырехзначное число, которое при делении на 251 и 252 дает в остатке 209 и 202.

16) Вывести признаки делимости на 2, 3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 14, 15, 25, 125.

(1.1.2 Наибольший общий делитель. Алгоритм Евклида

Если d делит а и d делит b, то d - общий делитель чисел а и b. Так как делителей чисел а и b конечное число, то и общих делителей чисел а и b конечное число. Среди любого конечного числа целых чисел существует наибольшее. Наибольший из общих делителей называется наибольшим общим делителем чисел а и b и обозначается НОД
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 Аналогично вводится наибольший делитель нескольких целых чисел 
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 Если наибольший общий делитель чисел 
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 равен 1, то эти числа называются взаимно простыми. Числа попарно взаимно простые являются и взаимно простыми, но числа взаимно простые не обязательно попарно взаимно простые. Например, числа 10, 12, 27 взаимно простые, но пары 10 и 12, 12 и 27 имеют общие множители.

Алгоритм Евклида нахождения наибольшего общего делителя двух целых чисел. Пусть а и b – положительные целые числа и 
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 Применим теорему о делении с остатком несколько раз:
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Процесс деления предыдущего остатка на следующий конечен, так как в последовательности:
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может быть только конечное число чисел 
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 ( не более, чем b чисел).

Пусть х – общий делитель чисел а и b. Тогда двигаясь от равенства к следующему, начиная с первого, получим 
[image: image77.wmf]r
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 делится на х, 
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 делится на х и т.д., 
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 делится на х. Двигаясь же от последнего равенства к первому, заметим, что 
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 и т.д., b делится на 
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, а делится на 
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 - общий делитель чисел а и b, делящийся на любой другой общий делитель этих чисел, т.е. 
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 Таким образом, последний ненулевой остаток в алгоритме Евклида – наибольший общий делитель.

Пример. Найти НОД(1173, 323).

Решение:
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Ответ: 17.

Упражнения и задачи

1) Найти наибольший общий делитель систем чисел:

а) 546 и 231;

б) 1001 и 6253;

в) 1517 и 2257;

г) 2737, 9163 и 9639;
д) 1411, 4641 и 5253.

2) Доказать, что если 
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3) Доказать, что если а делится на b, то 
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4) Для любого целого положительного числа т доказать равенство:
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5) Если 
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 Доказать.

6) Доказать, что 
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7) Доказать, что для любых натуральных а и b имеет место равенство:
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8) Если 
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(1.1.3 Теорема о линейном представлении наибольшего общего делителя

Теорема. Если 
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 то существуют целые числа и и v, для которых 
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Доказательство: Рассмотрим множество всех целых чисел вида 
[image: image105.wmf]ax
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 где х и у - любые целые числа
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Это множество не пусто, в частности, ему принадлежат числа а и b. Ведь а можно представить в виде 
[image: image107.wmf]a

a

b

=

×

+

×

1

0

,

 а b - в виде 
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 Для любых двух целых чисел из этого множества частное от деления одного на другое также принадлежит множеству М. Действительно, если 
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Пусть 
[image: image113.wmf]d
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 - наименьшее положительное число в множестве М. Тогда любое число из М делится на число 
[image: image114.wmf]d

0

 без остатка. Действительно, остаток должен принадлежать множеству М и должен быть меньше 
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, а этому условию удовлетворяют лишь остатки, равные нулю.

Таким образом, и а, и b делятся на 
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 без остатка, т.е. 
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 – их общий делитель. Очевидно, что 
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 делится на любой другой их общий делитель, а это означает, что 
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Пример. Найти линейное представление наибольшего общего делителя чисел 1173 и 323.

Решение: Из примера, приведенного в предыдущем параграфе, известно, что НОД(1173, 323) = 17. Будем подниматься по равенствам алгоритма Евклида вверх:
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[image: image121.wmf]=
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Ответ: НОД
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Теорема Евклида. Если ас делится на b, с и b взаимно просты, то а делится на b.

Доказательство: Так как 
[image: image124.wmf](

,

)

,

c

b

=

1

 то по теореме о линейном представлении НОД существуют числа и и v, для которых
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Тогда


[image: image126.wmf]аcu
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Из условия следует, что слагаемое аси делится на b, слагаемое ab( также делится на b. Отсюда, а делится на b. Что и требовалось доказать. ■
Упражнения и задачи

1) Если b и с взаимно просты, а делится на b и а делится на с, то а делится на bc. Доказать.

2) Доказать, что а и b взаимно просты тогда и только тогда, когда существуют целые числа и и v, для которых 
[image: image127.wmf]au
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3) Доказать, что множество всех общих делителей чисел а и b совпадает с множеством всех делителей их НОД.

4) Для пар чисел а и b найти числа и и v, для которых 
[image: image128.wmf]d
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б) 
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в) 
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г) 
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д) 
[image: image133.wmf]a
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(1.1.4 Наименьшее общее кратное

Если число а делится на несколько чисел, то оно называется их общим кратным. Наименьшее положительное общее кратное называется наименьшим общим кратным. Для него применяют обозначения НОК
[image: image134.wmf](
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Теорема. Наименьшее общее кратное двух целых чисел а и b равно произведению этих чисел, деленному на их наибольший общий делитель, т.е.

НОК
[image: image135.wmf](
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Доказательство: Пусть 
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 Пусть также 
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 Тогда 
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 По условию 
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 делится на 
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 Отсюда 
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 делится на 
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 Мы получили, что произвольное общее кратное можно записать в виде
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Наименьшее положительное целое число такого вида при 
[image: image149.wmf]t
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 имеет вид 
[image: image150.wmf]ab
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 А это и требовалось доказать. ■

Следствие. Произвольное общее кратное чисел а и b есть кратное их наименьшего общего кратного.

Упражнения и задачи

1) Найти наименьшее общее кратное следующих систем чисел:

а) 544 и 128;
б) 360 и 504;

в) 24, 20 и 72;

г) 28, 24 и 63.

2) Дано: НОД
[image: image151.wmf](
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96. Найти а и b.

3) Сумма двух чисел 667, а отношение их НОК к НОД равно 120. Найти эти числа.

4) Доказать, что 
[image: image153.wmf]НОК
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(1.1.5 Простые числа

Число называется простым, если оно делится только на себя и 1. Например, числа 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ... простые. Числа, которые имеют кроме себя и 1 другие положительные делители называются составными. Число 1 считается ни простым, ни составным. Оно действительно занимает в ряде натуральных чисел особое положение. Ведь оно имеет только 1 делитель, а все другие натуральные числа имеют два или более двух делителей.

Теорема. Наименьший, отличный от 1, делитель целого числа, большего единицы, есть число простое.

Доказательство: Пусть q - наименьший, отличный от 1, делитель натурального числа 
[image: image154.wmf]n
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 Предположим, что число q составное, тогда оно имеет делитель 
[image: image155.wmf]q
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. По свойству транзитивности 
[image: image156.wmf]q
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 – делитель числа п, причем 
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, что противоречит выбору числа q. Полученное противоречие говорит о том, что наше предположение неверно и число q простое. ■

Теорема. Простых чисел бесконечно много.

Доказательство: Предположим, что их конечное число и 
[image: image158.wmf]p
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 – все простые числа. Тогда число 
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 отлично от 1 и от 
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, т.е. составное, а значит оно делится хотя бы на одно простое число. Пусть 
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 Тогда 
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[image: image163.wmf](
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[image: image164.wmf]p
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 делит 1, а это неверно. Аналогично получим, что N не может делиться ни на одно другое простое число. Противоречие. ■

Упражнения и задачи

1) Доказать бесконечность числа простых чисел вида 
[image: image165.wmf].
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2) Если простое число 
[image: image171.wmf]p
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 то его можно представить в виде 
[image: image172.wmf]6
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 или 
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 Доказать.

3) Если 
[image: image174.wmf]p

³

3

,

 p - простое число, то 
[image: image175.wmf]p
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 делится на 24. Доказать.

4) Доказать, что при натуральном 
[image: image176.wmf]n
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 число составное

а) 
[image: image177.wmf]n

4

4

+

 (теорема Софи Жермен);

б) 
[image: image178.wmf]n
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5) Найти все простые числа p, для которых

а) 
[image: image179.wmf]p
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10

 и 
[image: image180.wmf]p
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 тоже простые;

б) 
[image: image181.wmf]2
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 тоже простое.

6) Решить в простых числах 
[image: image182.wmf]x
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7) Если 
[image: image183.wmf]2
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 - простое число, то и n - простое число. Доказать.

8) Если 
[image: image184.wmf]2
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 - простое число, то число п является степенью числа 2. Доказать.

9) С помощью решета Эратосфена составить таблицу простых чисел, не превосходящих 500.

10) Доказать, что квадрат простого числа 
[image: image185.wmf]p
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 при делении на 30 дает в остатке 1 или 19.

11) Проверить, что значения 
[image: image186.wmf]f
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 - простые числа.

12) Проверить, что значения 
[image: image188.wmf]f
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 простые при 
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13) Доказать, что 
[image: image190.wmf]n
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 не делится на 121 ни при каком п.

14) Наименьший простой делитель составного числа N не превосходит 
[image: image191.wmf]N

. Доказать.

15) 
[image: image192.wmf])
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– количество простых чисел, не превосходящих действительного числа 
[image: image193.wmf]1
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(1.1.6 Основная теорема арифметики кольца целых чисел

Теорема. Любое натуральное число, отличное от 1, можно представить в виде произведения простых чисел и притом единственным образом с точностью до порядка следования сомножителей.

Доказательство теоремы существования проведем методом полной математической индукции по числу п. 

База индукции. Простое число мы рассматриваем как произведение простых чисел, состоящее из одного множителя. Поэтому для простых чисел утверждение теоремы существования верно и, в частности, для числа 2.

Гипотеза индукции. Предположим, что утверждение теоремы верно при всех k, для которых 
[image: image195.wmf]2
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Право перехода. Обозначим через p наименьший целый положительный отличный от 1 делитель числа п. Ясно, что p – простое число и 
[image: image196.wmf]n

pn

=

1

.

Если 
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 то утверждение теоремы верно. Если 
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 можно применить предположение индукции, так как 
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, а следовательно и п можно представить в виде произведения простых чисел. Теорема существования доказана.

Доказательство теоремы единственности проведем методом от противного. Пусть для некоторого натурального числа п имеется два представления в виде произведения простых чисел 
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 Предположим, что 
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 По теореме Евклида отсюда следует, что 
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 Повторяя рассуждения при предположении 
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 получим, что 
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Изменив нумерацию, можно добиться того, что 
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 Итак, мы имеем равенство:
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 где 
[image: image215.wmf]k
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Отсюда
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Вновь повторяя рассуждения, получим 
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 Равенство 
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 невозможно, т.е. 
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 Предположение 
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 приводит к такому же противоречию. Остается лишь одна возможность 
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 Итак, представления оказались тождественны. Теорема доказана. ■

В разложении числа п на простые сомножители некоторые простые числа могут повторяться. Собирая одинаковые сомножители в степени, получим каноническое представление числа п:
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Из основной теоремы арифметики следует, что все делители числа п можно записать в виде
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где 
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Из этой теоремы также вытекает и второй способ нахождения НОД и НОК. Предположим, что числа а и b представлены в виде:
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Здесь к каноническому представлению числа а приписаны в нулевой степени те простые числа, которые входят в каноническое представление числа b, но не входят в представление числа а. Соответственно то же проделано с каноническим представлением числа b. Тогда
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[image: image227.wmf](
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Упражнения и задачи

1) Найти каноническое представление чисел 100, 128, 2000.

2) Найти наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное чисел 2000 и 128.

3) Пусть p – простое число. Доказать, что если а не делится на p, b не делится на p, то и ab не делится на p.

4) Разложить на множители число 
[image: image228.wmf]3
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5) Найти все числа вида 135xy, делящиеся на 45.

6) Доказать, что если каноническое представление числа имеет вид 
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а) число его делителей 
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б) сумма его делителей 
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7) Найти сумму и число делителей числа 700.

(1.1.7 Целая часть числа

Функция 
[image: image232.wmf][
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 определена для всех вещественных значений х и представляет собой наибольшее целое, не превосходящее х. Эта функция называется целой частью х, антье от х. Разность 
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Пример. 
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Теорема. Показатель, с которым простое число p входит в n! равен
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Доказательство: Сомножителей, кратных p, в произведении 
[image: image237.wmf]1
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 Среди них, кратных 
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Задача. Найти количество чисел, взаимно простых с 3, 5 и 7, среди первой тысячи чисел натурального ряда.

Решение: Вычтем из 1000 количество чисел, делящихся на 3, т.е. 
[image: image241.wmf]1000
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 затем вычтем количество чисел, делящихся на 5 и на 7, получим
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Это не ответ, так как допущен двойной счет, а именно, числа делящиеся одновременно на 3 и 5 или 3 и 7 или 5 и 7 здесь учтены дважды. Для исправления полученной ошибки прибавим 
[image: image243.wmf]1000
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 Полученная сумма вновь не может быть ответом, так как числа, которые делятся на все три числа 3, 5 и 7, мы три раза вычитали, а затем три раза прибавили. Исправив эту ошибку, мы получим ответ:
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Замечание: При решении задачи применен метод включения и исключения.

Упражнения и задачи

1) Доказать, что 
[image: image245.wmf][
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 для любых вещественных х и у.

2) При каком положительном целом 
[image: image246.wmf][
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3) Найти показатель степени числа 3 в каноническом представлении числа 100!.

4) Сколькими нулями оканчивается число 100!?

5) Разложить на простые множители 15!.

6) Найти количество целых положительных чисел, не превосходящих 2311 и взаимно простых с числами 5, 7, 12.

7) Решить систему уравнений 
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(1.1.8 Функция Эйлера

Функция Эйлера 
[image: image248.wmf]y
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 определена для всех натуральных а и представляет собой количество натуральных чисел, взаимно простых с а и не превосходящих а, Считаем, что 
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Примеры. 
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Теорема. Если каноническое представление натурального числа 
[image: image257.wmf]n

¹

1

 имеет вид:


[image: image258.wmf]n

p

p

k

k

=

1

1

a

a

.

.

.

,


то


[image: image259.wmf].

1

1

...

1

1

1

1

)

(

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

k

p

p

p

n

n

j


Доказательство: Применим метод включения и исключения:
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Раскрыв скобки в произведении, мы получим эту же сумму. Отсюда следует утверждение теоремы. ■

Упражнения и задачи

1) Найти значение функции Эйлера для чисел:

а) 375;
б) 990;

в) 1400;
г) 1890.

2) Дано: 
[image: image261.wmf]j
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 Найти а.

3) Дано: 
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 где p и q - различные простые числа. Найти а.

4) Решить уравнение 
[image: image263.wmf](
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5) Доказать, что 
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6) Найти х, если:
а) 
[image: image265.wmf]j
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б) 
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в) 
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г) 
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7) Решить уравнение 
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8) Если 
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9) Доказать, что 
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(1.1.9 Сравнения

Если при делении на целое положительное число т два числа а и b дают один и тот же остаток, то они называются равноостаточными или сравнимыми по модулю т. Записывается это так:
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Свойства сравнения:

1) 
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a

m

º

(mod

)

 (рефлексивность);

2) если 
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3) если 
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Теорема. 
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 тогда и только тогда, когда существует целое число t, для которого 
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Доказательство необходимости. Пусть 
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Обозначив 
[image: image284.wmf]q
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 через t и получим представление а в виде 
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Доказательство достаточности. Пусть 
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 т.е. число а дает тот же остаток при делении на т, что и число b. Теорема доказана. ■

Теорема. 
[image: image289.wmf]a
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 тогда и только тогда, когда a-b делится на т.

Доказательство проводится аналогично. ■

Свойства сравнений, подобные свойствам равенств:

1) Если 
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 то 
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 т.е. сравнения можно почленно складывать.

Доказательство: По условию 
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2) Если 
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 т.е. сравнения можно почленно перемножать.

Доказательство: 
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 следовательно, 
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3) Если 
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Доказательство: 
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4) Если 
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Доказательство: По условию 
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 делится на т; k и т взаимно просты. Из теоремы Евклида следует, что a-b делится на т, а это равносильно тому, что 
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Пример: Установить признак делимости на 11.

Решение: Представим число N в виде 
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Упражнения и задачи

Доказать свойства сравнений:

1) Слагаемое, стоящее в одной части сравнения, можно переносить в другую часть, меняя знак на противоположный.

2) К обеим частям сравнения можно прибавить число, кратное модулю.

3) Обе части сравнения можно возвести в одну и ту же натуральную степень.

4) 
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5) Если 
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 взаимно просты, то 
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6) Если m=НОК(
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7) Если 
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8) Если 
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9) Если п нечетно, то 
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10) Если р - простое число, то 
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11) Если р - простое число, то 
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12) 
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13) 
[image: image331.wmf]3
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14) Установить признаки делимости на 3; 9; 101; 1001; 7; 13; 99; 33; 999; 27; 37.

15) Найти остаток от деления на 11 числа 
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16) Найти остаток от деления на 1000 чисел 
[image: image333.wmf]2001
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(1.1.10 Полная система вычетов

Множество всех чисел, сравнимых с числом а по модулю т будем обозначать через 
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Это множество 
[image: image337.wmf]a

 называется классом вычетов числа а по модулю т. Легко видеть, что два класса вычетов либо не пересекаются, либо совпадают. Всем числам класса по определению соответствует один и тот же остаток при делении на т, следовательно, таких классов т штук. Взяв из каждого класса по одному представителю, получим полную систему представителей классов вычетов по модулю т. Любое число класса называется вычетом по модулю т по отношению ко всем числам того же класса.

В качестве примера полной системы представителей классов вычетов по модулю т (коротко: полная система вычетов) можно взять наименьшие неотрицательные вычеты 0, 1, 2,..., т-1. Можно взять наименьшие вычеты по абсолютной величине, т.е. в случае нечетного т числа


[image: image338.wmf]-

-

-

-

m

m

1

2

1

0

1

1

2

,

.

.

.

,

,

,

,

.

.

.

,

;


в случае четного т - какое-либо из двух множеств:
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Теорема. Система вычетов по модулю т полна тогда и только тогда, когда в ней ровно т чисел, и числа попарно не сравнимы по модулю т. ■

Теорема. Если а и т взаимно просты и х пробегает полную систему вычетов по модулю т, то и 
[image: image341.wmf]ax
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 пробегает также полную систему вычетов по модулю т; b – любое целое число.

Доказательство: Если х пробегает полную систему вычетов по модулю т, то принимает т значений, поэтому и чисел вида 
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 получается т штук. Если 
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Отсюда следует, что если 
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Полученное множество содержит ровно т чисел, попарно несравнимых, т.е. является полной системой вычетов. ■

Упражнения и задачи

1) Показать, что числа 25, -20, 16, 46, -21, 18, 37, -17 образуют полную систему вычетов по модулю 
[image: image348.wmf]m
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2) Показать, что числа 24, 18, -19, 37, 38, -23, -32, 5, 41, -35, -33 образуют полную систему вычетов по модулю т = 11.

3) Найти наименьшие неотрицательные, наименьшие по абсолютной величине неположительные и абсолютно наименьшие вычеты чисел 24, 14, 25, 37, -8, -19, -40 по модулю 6. Какие числа из данных принадлежат к одному и тому же классу вычетов?

4) Доказать, что 
[image: image349.wmf]a
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5) Если два класса имеют хотя бы один общий элемент, то они совпадают. Доказать.

6) Наименьший неотрицательный вычет класса 
[image: image350.wmf]a

 по модулю т равен остатку от деления а на т. Доказать.

7) Числа класса 
[image: image351.wmf]a

 по модулю т образуют k классов по модулю km, а именно классы 
[image: image352.wmf]a
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 Доказать.

(1.1.11 Приведенная система вычетов

Если 
[image: image353.wmf]a
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º
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 т.е. а и b представляют один и тот же класс вычетов, то 
[image: image354.wmf](
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 т.е. все числа одного класса либо имеют общий множитель с т одновременно, либо одновременно же не имеют.

Класс вычетов по модулю т, все числа которого взаимно просты с т, называется примитивным.
Приведенной системой вычетов по модулю т называется множество, состоящее из представителей примитивных классов вычетов, взятых по одному из каждого класса.

Среди чисел 0, 1, 2,..., т-1 взаимно простых с т чисел 
[image: image355.wmf]c
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 поэтому и примитивных классов 
[image: image356.wmf]j
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Пример. Приведенную систему вычетов по модулю 12 образуют числа 19, 23, 25, -19 или 1, 5, 7, 11, или -5, -1, 1, 5.

Приведенную систему вычетов по модулю 42 составляют числа 1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41.

Теорема. Система вычетов по модулю т является приведенной тогда и только тогда, когда в ней 
[image: image357.wmf]j
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т

 чисел; все числа системы взаимно просты с т и все они попарно не сравнимы по модулю т. ■

Теорема. Если 
[image: image358.wmf](
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 и х пробегает приведенную систему вычетов по модулю т, то ах также пробегает приведенную систему вычетов по модулю т.

Доказательство: Пусть 
[image: image359.wmf]{
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 – приведенная система вычетов по модулю т. Тогда числа 
[image: image360.wmf]ax
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 все взаимно просты с т и их с штук. Пусть 
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 тогда в силу того, что 
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 а это неверно. Следовательно, 
[image: image364.wmf]ax
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 Аналогично можно убедиться, что все пары чисел 
[image: image365.wmf]ax
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 и 
[image: image366.wmf]ax
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 не сравнимы по модулю т для 
[image: image367.wmf]i
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 Таким образом, эти числа образуют приведенную систему вычетов. ■

Упражнения и задачи

1) Выписать приведенную систему вычетов наименьших неотрицательных вычетов по модулю 15.

2) Выписать приведенную систему наименьших по абсолютной величине вычетов по модулю 16.

3) Показать, что числа 13, -13, 29, -9 составляют приведенную систему вычетов по модулю 10.

4) Показать, что числа 11, -1, 17, -19 составляют приведенную систему вычетов по модулю 8.

(1.1.12 Теорема Эйлера

Теорема. Если 
[image: image368.wmf](
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 то 
[image: image369.wmf]a

m

m

j

(

)

(mod

).

º

1


Доказательство: Пусть числа 
[image: image370.wmf]r
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 образуют приведенную систему вычетов по модулю т. Тогда числа 
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 все взаимно просты с т и попарно не сравнимы по модулю т. Число 
[image: image372.wmf]ar
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 попадает в один класс вычетов с каким-то 
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 Число 
[image: image375.wmf]ar
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 попадает в один класс с другим числом 
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Здесь числа 
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, записанные, может быть, в другом порядке. Поэтому после перемножения сравнений можно записать
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Откуда


[image: image383.wmf]a
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Что и требовалось доказать. ■

Малая теорема Ферма. Для любых целых чисел а и простого числа р


[image: image384.wmf]a
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Доказательство: 
[image: image385.wmf]j
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 Поэтому, если а не делится на р, то по теореме Эйлера
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откуда следует, что 
[image: image387.wmf]a

a

p

p

º

(mod

).


Если а делится на р, то 
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 откуда и получим сравнение 
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Пример. Найти остаток от деления 
[image: image391.wmf]400
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 на 101.

Решение: По малой теореме Ферма 
[image: image392.wmf])
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Ответ: 49.

Пример. Доказать, что число 
[image: image394.wmf]1
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 делится на 45.

Решение: По теореме Эйлера 
[image: image395.wmf])
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Упражнения и задачи

1) Проверить теорему Эйлера при

а) 
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2) Найти остатки от деления 
[image: image400.wmf]66
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3) Найти остатки от деления 
[image: image402.wmf]3
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 на 
[image: image403.wmf]7

5

7

70

50

;

+

 на 12.

4) Найти последние две цифры числа 
[image: image404.wmf]2
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5) Доказать, что при любом целом п
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6) Если 
[image: image406.wmf](
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(1.1.13 Кольцо классов вычетов

Множество всех классов вычетов по модулю т обозначается 
[image: image408.wmf]Z
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 или 
[image: image409.wmf]Z
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.

 Введем на этом множестве операции сложения классов и умножения классов.

Суммой классов 
[image: image410.wmf]а

 и 
[image: image411.wmf]b

 называется класс 
[image: image412.wmf]b
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 т.е. класс, содержащий число 
[image: image413.wmf]a

b

+

.


Произведением классов 
[image: image414.wmf]а

 и 
[image: image415.wmf]b

 называется класс 
[image: image416.wmf]ab

, т.е. класс, содержащий число 
[image: image417.wmf]ab
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Эти определения корректны, так как сумма любых двух представителей классов 
[image: image418.wmf]а

 и 
[image: image419.wmf]b

 всегда попадает в один и тот же класс, содержащий число 
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 Аналогичное утверждение имеет место и для произведения.

Действительно, если 
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 следовательно, 
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Таким образом, определения суммы и произведения классов не зависят от выбора представителей классов.

Пример: Таблица сложения и умножения по модулю 6.
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Теорема. Относительно введенных действий сложения и умножения классов множество 
[image: image426.wmf]Z

m

Z

/

 – ассоциативное, коммутативное кольцо с 1.

Доказательство заключается в проверке аксиом кольца. ■

Теорема. Кольцо классов вычетов по простому модулю – поле.

Доказательство: Пусть р – простое число, 
[image: image427.wmf](
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 и по теореме Ферма 
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 т.е. обратным к классу 
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 Мы получили, что любой ненулевой класс 
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 в 
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 имеет обратный, а это означает, что 
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Упражнения и задачи

1) Доказать, что если 
[image: image436.wmf](
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 то класс 
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 в 
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 обратим.

2) Доказать, что кольцо классов вычетов по простому модулю без делителей нуля, а по составному модулю - с делителями нуля.

3) Решить уравнение 
[image: image439.wmf]5

9

×

=

x

 по модулю 13.

4) Решить уравнение 
[image: image440.wmf]4
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 по модулю 12.

5) Составить таблицы сложения и умножения по модулю 15.

(1.1.14 Решение сравнений

Пусть 
[image: image441.wmf]f
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 – многочлен с целыми коэффициентами. Решить сравнение 
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– это значит найти все значения переменной х, удовлетворяющие этому сравнению.

Если сравнению удовлетворяет какое-либо значение 
[image: image443.wmf]a

 переменной х, то этому сравнению удовлетворяют и все числа, сравнимые с 
[image: image444.wmf]a

 по модулю т, т.е. все числа, составляющие один класс вычетов по модулю т, которому принадлежит 
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. Договоримся считать, что каждый класс образует одно решение. Следовательно, решить сравнение – значит найти все классы чисел, удовлетворяющих сравнению.

Пример1. Путем испытания наименьших неотрицательных вычетов найти решения сравнения 
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x

2

2

2

0

5

+

+

º

(mod

).


Решение:
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Ответ: решениями сравнения являются все числа вида 
[image: image452.wmf]5

1

t

+

 и 
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Пример2. Решить сравнение 
[image: image454.wmf]2
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Решение:
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Ответ: 11.
[image: image456.wmf]
Другое решение основано на использовании теоремы Эйлера : 
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Можно к обеим частям сравнения прибавить число 15. Тогда 
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Пример. Решить сравнение 
[image: image464.wmf])
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Решение: После сокращения на 5 получим 
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. Сравнение имеет следующие решения: 
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[image: image467.wmf])
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Пример. Решить систему сравнений 
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Решение системы сводится к решению каждой из трех систем:
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В первой системе 
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Аналогично, решая остальные системы, получим ответ: 
[image: image475.wmf])
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Пример. Решить систему сравнений
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Решение: 
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5

(mod

1

3

),

25

(mod

5

15

),

25

(mod

7

15

2

,

15

2

º

º

º

+

+

=

t

t

t

t

x

, 
[image: image480.wmf])

75

(mod

32

,

32

75

2

15

,

5

2

),

5

(mod

2

),

5

(mod

6

3

º

+

=

+

=

+

=

º

º

x

k

t

x

k

t

t

t

.

Ответ: 
[image: image481.wmf])

75

(mod

32

º

x

.

Упражнения и задачи

1) Решить сравнения:

а) 
[image: image482.wmf]3

1

13

x

º

(mod

);




б) 
[image: image483.wmf]x

2

2

0

5

-

º

(mod

);


в) 
[image: image484.wmf]8

1

5

x

º

(mod

);





г) 
[image: image485.wmf]6

5

6

7

x

+

º

(mod

);


д) 
[image: image486.wmf]5

2

8

x

º

(mod

);





е) 
[image: image487.wmf]6

12

1

0

5

10

x

x

-

+

º

(mod

);


ж) 
[image: image488.wmf]4

2

8

0

15

7

3

x

x

-

+

º

(mod

);



з) 
[image: image489.wmf]x

3

1

7

º

(mod

).


2) Решить систему:

а) 
[image: image490.wmf]x

x

x

º

º

º

ì

í

ï

î

ï

4

5

1

12

7

14

(mod

),

(mod

),

(mod

);




б) 
[image: image491.wmf]x

x

x

º

º

º

ì

í

ï

î

ï

13

16

3

10

9

14

(mod

),

(mod

),

(mod

).


Контрольная работа №1 по теме “Целые числа”

I вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 92772757 ;

б) 40!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 105369 и 4991 (по алгоритму Евклида);

б) 216270, 192329 и 178178 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 720 и 1512 (по формуле);

б) 96, 64 и 20 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 343343.

5) Дано: ((n) = 3600, n = 
[image: image492.wmf]γ

β

α

11

5

3

×

×

. Найдите n.

6) Найдите две последние цифры числа 1761.

7) Решите сравнение:

а) 
[image: image493.wmf])

5

(mod

4

12

º

x

, б) 
[image: image494.wmf])

77

(mod

14

49

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image495.wmf]î

í

ì

º

º

).

14

(mod

3

);

17

(mod

7

x

x


9) Докажите, что если 
[image: image496.wmf]1

)

,

(

=

b

a

, то наибольший общий делитель чисел 
[image: image497.wmf]b

a

+

 и 
[image: image498.wmf]2

2

b

a

+

 равен  либо 1, либо 2.

10) Докажите, что 
[image: image499.wmf]33

53

33

53

-

 делится на 10.

II вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 97363981 ;

б) 19!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 62510 и 23731 (по алгоритму Евклида);

б) 454532, 174820 и 82287 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 180 и 504 (по формуле);

б) 28, 22 и 44 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 225225.

5) Решите уравнение: ((
[image: image500.wmf]x

5

) = 2500.

6) Найдите две последние цифры числа 7114.

7) Решите сравнение:

а) 
[image: image501.wmf])

21

(mod

5

13

º

x

, б) 
[image: image502.wmf])

26

(mod

14

88

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image503.wmf]î

í

ì

º

º

).

21

(mod

13

);

15

(mod

4

x

x


9) Докажите, что если 
[image: image504.wmf]1

)

,

(

=

b

a

, то наибольший общий делитель чисел 
[image: image505.wmf]b

a

2

11

+

 и 
[image: image506.wmf]b

a

5

18

+

 равен либо 1, либо 19.

10) Найдите наибольшее трехзначное число, при делении которого на 4 получается в остатке 3, при делении на 5 в остатке 4, при делении на 6 в остатке 5.

III вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 29520491;

б) 25!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 72181 и 7279 (по алгоритму Евклида);

б) 46330, 197750 и 95372 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 270 и 405 (по формуле);

б) 16, 40, 24 и 8 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 129600.

5) Дано: ((n) = 360, n = 
[image: image507.wmf]β

α

5

3

×

. Найдите n.

6) Найдите две последние цифры числа 11203.

7) Решите сравнение:

а) 
[image: image508.wmf])

25

(mod

6

24

º

x

, б) 
[image: image509.wmf])

115

(mod

105

45

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image510.wmf]î

í

ì

º

º

).

25

(mod

11

);

15

(mod

7

x

x


9) Докажите, что если 
[image: image511.wmf])

(

x

f

 – многочлен с целыми коэффициентами, а и b – натуральные числа, причем 
[image: image512.wmf]1

)

,

(

=

b

a

, 
[image: image513.wmf])

(

a

f

 делится на произведение 
[image: image514.wmf]ab

, 
[image: image515.wmf])

(

b

f

 делится на произведение 
[image: image516.wmf]ab

, то 
[image: image517.wmf])

(

b

a

f

+

 также делится на произведение 
[image: image518.wmf]ab

.

10) Докажите, что если при 
[image: image519.wmf]2

>

n

 одно из чисел 
[image: image520.wmf]1

2

+

n

 и 
[image: image521.wmf]1

2

-

n

 – простое, то второе будет составным (при n = 2 оба числа простые).

IV вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 71899443;

б) 31!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 32219 и 19285 (по алгоритму Евклида);

б) 365010, 26220 и 230230 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 666 и 555 (по формуле);

б) 15, 35 и 25 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 96096.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 14.

6) Найдите две последние цифры числа 7302.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image522.wmf])

105

(mod

29

53

º

x

, б) 
[image: image523.wmf])

116

(mod

16

56

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image524.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

).

91

(mod

24

);

55

(mod

18

);

35

(mod

3

x

x

x


9) Найдите 10 последовательных составных чисел.

10) Цифры трехзначного числа – последовательные натуральные числа. Найдите разность между данным числом и числом, записанным теми же цифрами, но в обратном порядке.

V вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 36279061;

б) 26!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 70357 и 7751 (по алгоритму Евклида);

б) 353899, 494130 и 47320 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 115 и 690 (по формуле);

б) 63, 21 и 45 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 121121.

5) Решите уравнение: 
[image: image525.wmf]3

8

=

×

x

 по модулю 12.

6) Найдите три последние цифры числа 3798.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image526.wmf])

205

(mod

31

95

º

x

, б) 
[image: image527.wmf])

102

(mod

36

48

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image528.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

).

33

(mod

5

);

21

(mod

4

);

15

(mod

1

x

x

x


9) При каких простых p число 
[image: image529.wmf]1

14

2

+

p

 простое ?

10) Докажите, что число 22225555+55552222 делится на 7.

VI вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 64984829;

б) 38!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 64255 и 12070 (по алгоритму Евклида);

б) 736310, 21547 и 580580 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 272 и 256 (по формуле);

б) 56, 64 и 78 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n =189189.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 13.

6) Найдите три последние цифры числа 3301.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image530.wmf])

77

(mod

19

47

º

x

, б) 
[image: image531.wmf])

213

(mod

42

105

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image532.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

).

70

(mod

17

);

51

(mod

12

);

42

(mod

3

x

x

x


9) Найдите 13 последовательных составных чисел.

10) Докажите, что 260+730 делится на 13.

VII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 87501271;

б) 39!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 167551 и 24249 (по алгоритму Евклида);

б) 993700, 49362 и 380380 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 206 и 127 (по формуле);

б) 27, 24 и 51 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n =705894.

5) Решите уравнение 
[image: image533.wmf]2

7

=

×

x

 по модулю 8.

6) Найдите две последние цифры числа 3157.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image534.wmf])

165

(mod

13

17

º

x

, б) 
[image: image535.wmf])

70

(mod

20

34

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image536.wmf]î

í

ì

º

º

).

107

(mod

3

);

103

(mod

5

x

x


9) Найдите все простые трехзначные числа, остающиеся простыми при любых перестановках их цифр.

10) Докажите, что при любом натуральном n число 
[image: image537.wmf]1

2

2

2

2

28

47

72

-

+

+

-

n

n

n

делится на 25.

VIII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 36369333;

б) 20!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 48691 и 15403 (по алгоритму Евклида);

б) 643960, 58990 и 340340 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 366 и 549 (по формуле);

б) 54, 56 и 12 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n =114114.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 12.

6) Найдите три последние цифры числа 71199.

7) Решите сравнение:

а) 
[image: image538.wmf])

35

(mod

109

157

º

x

, б) 
[image: image539.wmf])

231

(mod

91

161

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image540.wmf]î

í

ì

º

º

).

199

(mod

3

);

403

(mod

7

x

x


9) Докажите, что если 
[image: image541.wmf]1

)

,

(

=

b

a

, то дробь 
[image: image542.wmf]2

2

2

2

b

a

b

a

+

 несократима.

10) Докажите, что при любых целых a и b и целом неотрицательном n число 
[image: image543.wmf]1

2

1

2

)

25

7

(

)

3

7

(

+

+

+

+

+

n

n

b

a

 делится на 7.

IX вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 54960983;

б) 24!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 82130 и 64887 (по алгоритму Евклида);

б) 834373, 75492 и 233233 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 740 и 560 (по формуле);

б) 49, 28 и 35 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n =270270.

5) Решите уравнение 
[image: image544.wmf]3

5

=

×

x

 по модулю 9.

6) Найдите три последние цифры числа 111201.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image545.wmf])

35

(mod

13

21

º

x

, б) 
[image: image546.wmf])

21

(mod

18

30

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image547.wmf]î

í

ì

º

º

).

523

(mod

4

);

11

(mod

3

x

x


9) Докажите, что для любого натурального числа n число 
[image: image548.wmf]1

2

2

4

+

+

n

 является составным.

10) При делении натурального числа n на 3 и на 37 получаются соответственно остатки 1 и 33. Найдите остаток при делении n на 111.

X вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 82605159;

б) 27!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 33557 и 5727 (по алгоритму Евклида);

б) 115565, 386695 и 625145 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 363 и 242 (по формуле);

б) 24, 96 и 16 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n =400400.

5) Составить таблицы сложения и умножения по модулю 11.

6) Найти пятизначные числа, средние цифры которых составляют число 809, делящиеся на 55.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image549.wmf])

21

(mod

13

16

º

x

, б) 
[image: image550.wmf])

15

(mod

12

9

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image551.wmf]î

í

ì

º

º

).

5209

(mod

29

);

13

(mod

1

x

x


9) Какой цифрой оканчивается число 333333 ?

10) Докажите, что если натуральное число n не делится ни на 2, ни на 3, то 
[image: image552.wmf]1

2

-

n

 делится на 24.

XI вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 23522499;

б) 23!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 67633 и 11139 (по алгоритму Евклида);

б) 15177999, 22333 и 414414 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 705 и 625 (по формуле);

б) 90, 36 и 81 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 800800.

5) Решите уравнение 
[image: image553.wmf]7

2

=

×

x

 по модулю 8.

6) Найдите  число вида 
[image: image554.wmf]71

1

b

a

, где a и b - цифры, делящееся на 33.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image555.wmf])

15

(mod

8

7

º

x

, б) 
[image: image556.wmf])

215

(mod

70

105

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image557.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

).

7

(mod

4

);

5

(mod

3

);

3

(mod

1

x

x

x


9) Какой цифрой оканчивается число 666666 ?

10) Докажите, что при любом целом неотрицательном n разность чисел 
[image: image558.wmf]5

9

n

n

-

делится на 30.

XII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 39353419;

б) 22!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 82170 и 55361 (по алгоритму Евклида);

б) 563369, 305615 и 190190 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 891 и 900 (по формуле);

б) 40, 48 и 64 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n =160160.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 10.

6) Найдите число натуральных чисел от 120 до 315, делящихся на 11.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image559.wmf])

5237

(mod

2

2617

º

x

, б) 
[image: image560.wmf])

186

(mod

36

90

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image561.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

)

11

(mod

9

)

7

(mod

2

)

5

(mod

1
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9) Какой цифрой оканчивается число 444444?

10) Докажите, что число 
[image: image562.wmf]2

2

q

p

-

, где p и q – простые числа, большие 3, делится на 24.

XIII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 88325523;

б) 28!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 122377 и 12243 (по алгоритму Евклида);

б) 992222, 181111 и 49049 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 124 и 747 (по формуле);

б) 88, 42 и 12 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 320320.

5) Докажите, что существует бесконечно много простых чисел вида 
[image: image563.wmf]1

3

-

n

.

6) Найдите количество натуральных чисел, не превосходящих числа 107 и не делящихся ни на одно из простых чисел 3, 5, 7.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image564.wmf])
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, б) 
[image: image565.wmf])
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.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image566.wmf]î
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9) Докажите, что для любого натурального n дробь 
[image: image567.wmf]3

14
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+

+

n

n

 несократима.

10) Докажите, что 
[image: image568.wmf]1

2

5

2

+

делится на 641.

XIV вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 50529479;

б) 21!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 70547 и 14457 (по алгоритму Евклида);

б) 299999, 40001 и 170170 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 500 и 625 (по формуле);

б) 64, 48 и 96 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 64064.

5) Решите уравнение : 
[image: image569.wmf]17
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=

×

x

 по модулю 20..

6) Представьте произведение всех натуральных чисел от 21 до 40 в виде произведения простых чисел.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image570.wmf])
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x

, б) 
[image: image571.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image572.wmf]î
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9) Найдите две последние цифры числа 
[image: image573.wmf]9

9

9

7

.

10) Докажите, что 
[image: image574.wmf]1

73

12

-

делится на 105.

XV вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 33362483;

б) 29!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 82295 и 58890 (по алгоритму Евклида);

б) 9147567, 47567 и 169169 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 320 и 360 (по формуле);

б) 24, 60 и 36 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 128128.

5) Докажите, что существует бесконечно много простых чисел вида 
[image: image575.wmf]1
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-

n

.

6) Докажите, что если a и b взаимно просты, то наибольший общий делитель чисел 
[image: image576.wmf]b
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 и 
[image: image577.wmf]b
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 равен либо 1, либо 19.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image578.wmf])
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, б) 
[image: image579.wmf])
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.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image580.wmf]ï
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9) Найдите остаток от деления 520 на 24.

10) Докажите, что 2121 – 1 делится на 727.

XVI вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 29032549;

б) 32!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 192329 и 21627 (по алгоритму Евклида);

б) 203093, 33660 и 110110 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 284 и 532 (по формуле);

б) 25, 35, 45 и 15 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 12400.

5) Составить таблицы сложения и умножения по модулю 9.

6) Найти все трехзначные числа, каждая цифра которых является их простым делителем.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image581.wmf])
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x

, б) 
[image: image582.wmf])
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.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image583.wmf]ï
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9) Докажите, что при любом натуральном n число 
[image: image584.wmf]n
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 делится на 7.

10) Докажите, что если число делится на 99, то сумма его цифр не менее 18.

XVII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 95851899;

б) 30!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 72157 и 6077 (по алгоритму Евклида);

б) 205139, 555500 и 121121 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 828 и 916 (по формуле);

б) 12, 14 и 36 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 720720.

5) Решите уравнение: 
[image: image585.wmf]6

5
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×

x

 по модулю 9.

6) Докажите, что при любом натуральном n число 
[image: image586.wmf]n
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 делится на 120.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image587.wmf])
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, б) 
[image: image588.wmf])
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.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image589.wmf]ï
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9) Сколько цифр имеет число 2100?

10) Докажите, что 2131 – 1 делится на 263.

XVIII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 43482439;

б) 34!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 36763 и 8633 (по алгоритму Евклида);

б) 1209374, 1414 и 404404 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 424 и 312 (по формуле);

б) 32, 60 и 44 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 54054.

5) Докажите, что существует бесконечно много простых чисел вида 
[image: image590.wmf]1
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.

6) Дано: 
[image: image591.wmf]24
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. Найдите a и b.

7) Решите сравнение:

а) 
[image: image592.wmf])
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x

, б) 
[image: image593.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image594.wmf]î
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9) Остаток от деления некоторого натурального числа n на 6 равен 4, остаток от деления n на 15 равен 7. Чему равен остаток от деления n на 30 ?

10) Докажите, что 
[image: image595.wmf]1

2

5

-

n

делится на 31.

XIX вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 47559897;

б) 37!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 95372 и 46330 (по алгоритму Евклида);

б) 2846459, 21021 и 539539 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 404 и 520 (по формуле);

б) 52, 64 и 12 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 300300.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 8.

6) Докажите, что разность квадратов двух последовательных нечетных чисел делится на 8.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image596.wmf])
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, б) 
[image: image597.wmf])

205

(mod

60

80

º

x

.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image598.wmf]ï
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9) Найдите все пятизначные числа вида 
[image: image599.wmf]b

a

5

34

 (a и b – цифры), которые делятся на 36.

10) Докажите, что 111+211+311+411 = 0 (mod 5).

XX вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 92245439;

б) 35!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 55257 и 19775 (по алгоритму Евклида);

б) 697918, 39000 и 260260 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 890 и 220 ( по формуле);

б) 22, 33 и 55 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 50400.

5) Решите уравнение: 
[image: image600.wmf]6
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 по модулю 9.

6) Найдите четырехзначное число, которое при делении на 251 дает в остатке 201, а при делении на 252 дает в остатке 194.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image601.wmf])
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, б) 
[image: image602.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image603.wmf]î
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9) Найдите показатель степени простого числа 2 в каноническом представлении 500!

10) Докажите, что 118+218+318+418+518+618 = – 1 (mod 7).

XXI вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 19080061;

б) 41!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 92981 и 13431 (по алгоритму Евклида);

б) 5147417, 77000 и 121121 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 630 и 422 (по формуле);

б) 56, 16, 68 и 12 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 19800.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 7.

6) Найдите показатель, с которым 5 входит в каноническое представление числа 5258!

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image604.wmf])
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, б) 
[image: image605.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
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9) Докажите, что если натуральное число оканчивается цифрой 7, то оно не может быть квадратом целого числа.

10) Докажите, что 116+316+716+916 ≡ 4 (mod 10).

XXII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 84017213;

б) 43!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 50058 и 38110 (по алгоритму Евклида);

б) 863447, 91000 и 169169 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 316 и 424 (по формуле);

б) 18, 44 и 56 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 315000.

5) Сколькими нулями оканчивается число 120!?

6) Докажите, что для любых натуральных n и m выражение 
[image: image607.wmf])
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[image: image608.wmf]!
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7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image609.wmf])
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, б) 
[image: image610.wmf])
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.

8) Решите систему сравнений: 
[image: image611.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

).

15

(mod

7

2

);

8

(mod

2

5

);

47

(mod

5

13

x

x

x


9) Найдите остаток от деления числа 5704 на 101.

10) Пусть p и q – два последовательных простых числа. Может ли их сумма быть простым числом?

XXIII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 16476691;

б) 18!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 59231 и 14579 (по алгоритму Евклида);

б) 610925, 3500 и 175175 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 518 и 624 (по формуле);

б) 36, 45 и 27 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 15600.

5) Выпишите приведенную систему наименьших неотрицательных вычетов по модулю 18.

6) Докажите, что для любого натурального n дробь 
[image: image612.wmf])
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7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image613.wmf])
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, б) 
[image: image614.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
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9) Найдите остаток от деления числа 7100 на 11.

10) Докажите, что 114+514+714+1114 ≡ 4(mod 12).

XXIV вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 36352953;

б) 42!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 64897 и 13843 (по алгоритму Евклида);

б) 3854550, 63000 и 315315 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 480 и 324 (по формуле);

б) 32, 20 и 12 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 500500.

5) Выпишите приведенную систему наименьших по абсолютной величине вычетов по модулю 18.

6) Докажите, что для любых натуральных a и b имеет место равенство 
[image: image616.wmf])
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7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image617.wmf])
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, б) 
[image: image618.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image619.wmf]î
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9) Некоторое число записывается в десятичной системе счисления с помощью 300 единиц и некоторого количества нулей. Может ли оно быть полным квадратом?

10) Докажите, что числа 593100 и 1147100 при делении на 277 дают равные остатки. Найдите этот остаток.

XXV вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 54987163;

б) 44!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 96835 и 39590 (по алгоритму Евклида);

б) 9372060, 15000 и 360360 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 960 и 310 (по формуле);

б) 15, 55 и 40 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 71500.

5) Составьте таблицы сложения и умножения по модулю 16.

6) Докажите, что для любых натуральных n и m число 
[image: image620.wmf])
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7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image621.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
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9) Найдите две последние цифры числа 237401.

10) Докажите, что 117+317+517+917+1117+1317 ≡ 0(mod 14).

XXVI вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 86537633;

б) 39!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 139253 и 18471 (по алгоритму Евклида);

б) 2957375, 12800 и 390625 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 740 и 366 (по формуле);

б) 36, 24 и 28 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 663000.

5) Сколькими нулями оканчивается число 110!?

6) Докажите, что для любого натурального n число 
[image: image624.wmf]1
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 не делится на 3.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image625.wmf])
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, б) 
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image627.wmf]ï

î

ï

í

ì

º

º

º

).

17

(mod

13

);

11

(mod

5

);

7

(mod

3

x

x

x


9) Найдите две последние цифры числа 243802.

10) Докажите, что 113+513+713+1113 ≡ 0(mod 12).

XVII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 34523489;

б) 33!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 93890 и 74333 (по алгоритму Евклида);

б) 1346709, 3003 и 910910 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 444 и 226 (по формуле);

б) 72, 78 и 16 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 2793.

5) Составить таблицы сложения и умножения по модулю 17.

6) Докажите, что для любых натуральных a и b имеет место равенство: 
[image: image628.wmf])

,

16

15

(

)

,

(

b

a

b

a

b

a

+

+

=

.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image629.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image631.wmf]ï
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9) Докажите, что при любом целом 
[image: image632.wmf]1
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 число 
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10) Докажите, что 2131 – 1 делится на 263.

XXVIII вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 24566003;

б) 36!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 82063 и 38223 (по алгоритму Евклида);

б) 1444373, 3087000 и 343343 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 415 и 620 (по формуле);

б) 34, 26 и 18 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 55125.

5) Решите уравнение 
[image: image634.wmf]8
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 по модулю 12.

6) Докажите, что для любого натурального n число 
[image: image635.wmf]1
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 не делится на 9.

7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image636.wmf])
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, б) 
[image: image637.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image638.wmf]ï
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9) Найдите остаток от деления числа 3402 на 101.

10) Докажите, что 111+211+411+511+711+811 ( 0 (mod 9).

XXIX вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 64978641;

б) 17!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 29279 и 2747 (по алгоритму Евклида);

б) 52013269, 1101100 и 557700 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 290 и 436 (по формуле);

б) 44, 56, 82 и 16 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 58653.

5) Выпишите приведенную систему наименьших неотрицательных вычетов по модулю 20.

6) Докажите, что для любых натуральных a и b имеет место равенство 
[image: image639.wmf])
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7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image640.wmf])
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, б) 
[image: image641.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
[image: image642.wmf]ï
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9) Некоторое натуральное четное число при делении на 3 дает в остатке 1. Чему равен остаток от деления этого числа на 6?

10) Найдите остаток от деления 2278613 на 32.

XXX вариант

1) Найдите каноническое представление числа:

а) 57009953;

б) 45!.

2) Найдите наибольший общий делитель систем чисел:

а) 86110 и 66817 (по алгоритму Евклида);

б) 37439215, 82500 и 55055 (через каноническое представление).

3) Найдите наименьшее общее кратное систем чисел:

а) 406 и 912 (по формуле);

б) 90, 60, 15 и 36 (через каноническое представление чисел).

4) Найдите число делителей, сумму делителей и значение функции Эйлера для числа n = 30030.

5) Выпишите приведенную систему наименьших по абсолютной величине вычетов по модулю 20.

6) Докажите, что для любых натуральных a и b имеет место равенство: 
[image: image643.wmf])
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7) Решите сравнение: 

а) 
[image: image644.wmf])
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8) Решите систему сравнений: 
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9) Из десятичного разложения дроби 
[image: image647.wmf]p
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 (
[image: image648.wmf]5

>
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 – простое число) вычеркнули 2000-ную цифру. В результате получилось десятичное разложение несократимой дроби 
[image: image649.wmf]b

a

. Докажите, что b делится на p.

10) Найдите три последние цифры числа 654321.

Глава 1.2. Комплексные числа и комплексные функции

Среди действительных чисел нет числа, квадрат которого равен -1, т.е. уравнение 
[image: image650.wmf]x
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 не имеет решений во множестве действительных чисел. С помощью комплексных чисел понятие числа расширяется так, что подобные уравнения оказываются разрешимыми. Понятие комплексного числа вошло в математику еще в XVIII веке. Функции комплексного переменного широко используются в аэро- и гидродинамике, электротехнике, теории упругости и т.д.

(1.2.1 Алгебраическая форма комплексного числа

Рассмотрим множество C всех пар действительных чисел 
[image: image651.wmf](
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 Для них введем отношение равенства и действия сложения и умножения:
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Например,
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Отождествим пару (а,0) с числом а. Это отождествление оправдано в силу согласования введенных действий с действиями над вещественными числами:
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[image: image660.wmf]ab
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Можно заметить, что
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и что пара (0,1) обладает удивительным свойством:
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Для этой пары принято обозначение: 
[image: image663.wmf]i
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 (от французского слова imaginare) и называется она мнимой, т.е. воображаемой единицей. В новых обозначениях данное свойство можно переписать так:
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Для пары 
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[image: image667.wmf]z
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Множество С называется множеством комплексных чисел, а выражение 
[image: image668.wmf]a
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 называется алгебраической формой записи комплексного числа. При b = 0 комплексное число 
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 является действительным числом а, т.е. 
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 Это означает, что мы получили расширение множества действительных чисел, в котором уравнение 
[image: image671.wmf]x
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 разрешимо, имеет корень i. Легко увидеть, что отношение равенства, сложение и умножение, а также вычитание и деление запишутся в следующем виде:
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Заметим, что понятия "больше" и "меньше" для комплексных чисел не определяются, т.е. говорить о том, что одно комплексное число больше или меньше другого, нельзя, это лишено смысла.

Вычитание вводится как действие обратное сложению. Разностью 
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 Легко доказать, что разность двух комплексных чисел всегда существует и единственная.

Деление вводится как действие, обратное умножению. Частным 
[image: image682.wmf]z

z

1

2

 чисел 
[image: image683.wmf]z

1

 и 
[image: image684.wmf]z

2

 называется такое число 
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 Частное существует и единственно всегда, когда делитель 
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 В практических вычислениях обычно не пользуются формулой (10), а поступают так:
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Свойства арифметических операций:

1) 
[image: image689.wmf]z
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 – коммутативность сложения;

2) 
[image: image690.wmf](
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 – ассоциативность сложения;

3) 
[image: image691.wmf]z
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 – коммутативность умножения;

4) 
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5) 
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 – дистрибутивность умножения относительно сложения слева.

Все эти свойства легко доказать, используя аналогичные свойства действительных чисел. Следовательно, арифметические действия над комплексными числами можно проводить по правилам действительных чисел, лишь заменяя i2 на -1 и объединяя отдельно члены, содержащие i и не содержащие i. Числа а и b называют соответственно действительной и мнимой частью комплексного числа 
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Пример. Даны комплексные числа 
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 Найти: а) сумму 
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 б) разность 
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Решение:
а) 
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б) 
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Пример. Записать в алгебраической форме число 
[image: image704.wmf]z
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Решение: 
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Упражнения и задачи

1) Вычислить:

а) 
[image: image706.wmf]i
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 б) 
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 в) 
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2) Представить в алгебраической форме: 

а) 
[image: image711.wmf]1
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 б) 
[image: image712.wmf]3
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 в) 
[image: image713.wmf](

)

.

2

3

1

1

2

i

i

i

i

+

-

-

+


3) Выполнить действия:

а) 
[image: image714.wmf](
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 б) 
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 в) 
[image: image716.wmf](
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4) Представить в алгебраической форме:

а) 
[image: image717.wmf]i
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 б) 
[image: image718.wmf]1
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в) 
[image: image719.wmf](
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5) Решить уравнения:

а) 
[image: image720.wmf]z
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 б) 
[image: image721.wmf]x
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 в) 
[image: image722.wmf]x
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6) Решить систему 
[image: image723.wmf]z
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(1.2.2 Комплексно сопряженные числа

Для 
[image: image724.wmf]z
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 комплексное число 
[image: image725.wmf]z
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 называется сопряженным. Имеют место равенства:

1) 
[image: image726.wmf]z
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 т.е. z и 
[image: image727.wmf]z

 сопряжены друг другу;

2) 
[image: image728.wmf];
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3) 
[image: image729.wmf];
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4) 
[image: image730.wmf];
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5) 
[image: image731.wmf].
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Отсюда непосредственно вытекает.

Теорема. Пусть имеется выражение, составленное из комплексных чисел, над которыми совершается ряд рациональных операций (сложение, умножение, вычитание, деление, возведение в целую степень). Если каждое из этих чисел заменить на сопряженное, то и значение всего выражения заменится на сопряженное. ■

Заметим, что произведение и сумма сопряженных чисел являются действительными числами: 
[image: image732.wmf]z
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Ясно также, что 
[image: image733.wmf]z
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Пример. Найти число сопряженное числу 
[image: image734.wmf](
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Решение: 
[image: image735.wmf](
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Пример. Доказать тождество 
[image: image736.wmf](
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Доказательство: Пусть 
[image: image737.wmf]z
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 Тогда 
[image: image738.wmf](
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Аналогично получим, что 
[image: image740.wmf](

)

(

)

Im

;

Im

.

z

z

x

y

x

y

z

z

x

y

x

y

1

3

3

1

1

3

1

2

1

2

2

1

=

-

=

-

 Поэтому:
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[image: image744.wmf](
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[image: image745.wmf](
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[image: image746.wmf](
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[image: image747.wmf](
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[image: image748.wmf]x
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[image: image750.wmf](
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Упражнения и задачи

1) Представить в алгебраической форме 
[image: image751.wmf]z
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 если 
[image: image752.wmf]z
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2) Решить уравнение:

3) а) 
[image: image753.wmf]z
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 б) 
[image: image754.wmf]z
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4) Если с – корень многочлена с действительными коэффициентами, то и число 
[image: image755.wmf]с

, сопряженное числу с, также корень этого многочлена. Доказать это.

5) Показать, что числа 
[image: image756.wmf]-
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[image: image757.wmf]-

-

1

3

i

 удовлетворяют уравнению 
[image: image758.wmf]x
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6) Если 
[image: image759.wmf]z
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 – действительное число, то 
[image: image760.wmf]z
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 где 
[image: image761.wmf]m
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 Доказать это.

(1.2.3 Геометрическая интерпретация комплексных чисел

Поставим каждому числу 
[image: image762.wmf]z
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 в соответствие точку с координатами 
[image: image763.wmf](
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 в прямоугольной декартовой системе координат XOY, т.е. установим взаимно однозначное соответствие между множеством комплексных чисел и точками плоскости XOY (см. рис. 2.1). Плоскость XOY, служащая для изображения комплексных чисел, называется плоскостью комплексной переменной. Ось OX называется действительной осью; на ней изображаются действительные числа. Ось OY - мнимая ось; на ней изображаются чисто мнимые числа.


[image: image764.png]
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Сложение и вычитание комплексных чисел получают простое геометрическое истолкование. Для всякого комплексного числа 
[image: image766.wmf]z
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 вектор 
[image: image767.wmf]Oz

 имеет своими проекциями на оси OX, OY соответственно числа x, y. Пусть теперь 
[image: image768.wmf]z
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 Тогда для 
[image: image769.wmf]z
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Отсюда вытекает, что проекциями вектора 
[image: image771.wmf]3
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на оси координат оказываются суммы соответствующих проекций векторов 
[image: image772.wmf]1
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и [image: image773.wmf]2
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; иными словами сумма находится по правилу параллелограмма сложения векторов
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Если 
[image: image775.wmf]z
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 то 
[image: image776.wmf](
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 и для построения вектора 
[image: image777.wmf]3
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 в этом случае мы должны сложить векторы 
[image: image778.wmf]1
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 и -[image: image779.wmf]2
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 (см. рис. 2.3), т.е. получим вектор, равный вектору 
[image: image780.wmf]z
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 (вторая диагональ того же параллелограмма).


[image: image781.png]Puc.23




Расстояние от точки 
[image: image782.wmf](
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 до начала координат равно 
[image: image783.wmf]z
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 Величина 
[image: image784.wmf]z

 называется модулем комплексного числа 
[image: image785.wmf]z
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. Для действительного числа он совпадает с понятием абсолютной величины. Модуль комплексного числа неотрицателен и определен однозначно; 
[image: image786.wmf]z
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Угол 
[image: image787.wmf]j
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 отсчитываемый против часовой стрелки от луча 
[image: image788.wmf][
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 до луча 
[image: image789.wmf][
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 называется главным аргументом числа 
[image: image790.wmf]z
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 и обозначается 
[image: image791.wmf]arg
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 Величина 
[image: image792.wmf]j

 может быть найдена из системы:
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Аргументом комплексного числа z (Arg z) называется любое из чисел вида 
[image: image794.wmf]arg

,

z

k

+

2

p

 где 
[image: image795.wmf]k
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 т.е. аргумент определен с точностью до 
[image: image796.wmf]2
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 Для числа z = 0 аргументом может быть любое число.

Пример. Изобразить на плоскости число 1+i, найти его модуль и аргумент.

Решение: 
[image: image797.wmf]r
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[image: image800.png]z=14





Пример. Изобразить на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image801.wmf]z
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Решение: 
[image: image802.wmf]z
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 Следовательно


[image: image803.wmf](
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[image: image804.wmf](
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Получили уравнение окружности радиуса 2 с центром в точке (-2; 0).

Пример. Изобразить на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image805.wmf]arg
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Ответ: Луч с началом в точке (0; 0) и проходящий под углом 
[image: image806.wmf]p
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 к оси OX.

Теория комплексных чисел может быть использована при решении планиметрических задач.

Пример. Доказать, что 
[image: image807.wmf]z
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Доказательство: Поскольку 
[image: image808.wmf]z
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[image: image810.wmf](
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[image: image811.wmf]-
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 Тем самым доказано, что сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов всех его сторон.

Упражнения и задачи

1) Изобразить на плоскости множество всех точек плоскости, для которых:

а) 
[image: image812.wmf]z
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 б) 
[image: image813.wmf]arg
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2) Модули четырех различных комплексных чисел z1, z2, z3 и z4 равны. Доказать, что: 
[image: image824.wmf]z
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(Теорема Птолемея. Произведение длин диагоналей выпуклого вписанного в окружность четырехугольника равно сумме попарных произведений длин его противоположных сторон.)

(1.2.4 Тригонометрическая форма комплексного числа

Пусть 
[image: image825.wmf]r
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и комплексное число z можно выразить через его модуль и аргумент:


[image: image827.wmf]z
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(тригонометрическая форма записи комплексного числа z).


[image: image828.png]Pue.25




Если z1 и z2 представить в тригонометрической форме:


[image: image829.wmf]z

r

i

z

r

i

1

1

1

1

2

2

2

2

=

+

=

+

(cos

sin

),

(cos

sin

),

j

j

j

j


то


[image: image830.wmf](
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Используя формулы сложения синуса и косинуса, получим формулу умножения комплексных чисел в тригонометрической форме:


[image: image831.wmf](
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В правой части записано число в тригонометрической форме, модуль которого равен r1r2, а аргумент 
[image: image832.wmf]j
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 Таким образом, 
[image: image833.wmf]z
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 Arg 
[image: image834.wmf](
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Arg z1 + Arg z2, т.е. при умножении комплексных чисел их модули перемножаются, а аргументы складываются. Получается следующая геометрическая картина. Если z = z1z2, то вектор 
[image: image835.wmf]Oz

 получается из вектора 
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 поворотом его на угол 
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 против движения часовой стрелки, если 
[image: image838.wmf]j
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 и по движению в противном случае, и увеличением его в r2 раз. Например, умножению числа z на 
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 отвечает поворот вектора 
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 на угол 
[image: image841.wmf]p
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 против направления движения часовой стрелки.

Рассмотрим деление комплексных чисел, записанных в тригонометрической форме:
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Следовательно,
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Arg z1 – Arg z2.

Иначе говоря, вектор 
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 для 
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 получается из вектора 
[image: image848.wmf]1
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 поворотом его на угол 
[image: image849.wmf]-
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 и сокращением в r2 раз. Делению на i отвечает поворот на угол 
[image: image850.wmf]p
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 по направлению движения часовой стрелки.

Замечание. Равенство Arg
[image: image851.wmf](
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Arg z1 + Arg z2 для главного аргумента 
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 вообще говоря, не верно. Его надо понимать в следующем смысле: для любых отличных от нуля комплексных чисел z1 и z2 среди всех возможных значений Arg z1, Arg z2 и Arg z1z2 найдутся такие, для которых оно выполнено.

Пример. Для 
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Пример. Записать в тригонометрической форме числа 1+i; 
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Решение: 
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Упражнения и задачи

1) Представить в тригонометрической форме:

а) -2; б) i; в) -2i; г) 
[image: image860.wmf]2
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 д) 4-3i; е) 
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2) Представить в алгебраической форме:

а) 
[image: image862.wmf]3
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3) Выполнить умножение:

а) 
[image: image864.wmf](
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б) 
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4) Представить в тригонометрическом виде:

а) 
[image: image866.wmf]1
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(1.2.5 Формула Муавра

Если 
[image: image868.wmf]z
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Для любой натуральной степени числа z по индукции получим:
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Заметим, если 
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Для натурального числа п получим:
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т.е. для любого целого числа п имеет место равенство (формула Муавра):
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Пример. Доказать, что 
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Решение: По формуле Муавра:
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С другой стороны, по формуле сокращенного умножения:
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Отсюда
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Тогда
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Пример. Найти сумму 
[image: image886.wmf]sin
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Решение: Рассмотрим суммы:
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Тогда
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Применяя формулу суммы членов геометрической прогрессии, получим:
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Итак,
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Пример. Найти сумму: а) 
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2

4

6

-

+

-

+

С

С

С

n

n

n

.

.

.

;

 б) 
[image: image897.wmf]С

С

С

С

n

n

n

n

1

3

5

7

-

+

-

+

.

.

.

.

Решение: По формуле бинома Ньютона имеем:
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)

(

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

1

1

1

1

2

2

3

3

1

2

3

4

5

2

4

6

+

=

+

+

+

+

=

+

-

-

+

+

-

=

-

+

-

+

+

i

С

i

С

i

С

i

iС

С

iС

С

iС

С

С

С

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n



[image: image899.wmf](
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По формуле Муавра находим:
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Приравнивая вещественные и мнимые части полученных выражений для 
[image: image901.wmf](
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Пример. Выразить 
[image: image904.wmf]sin
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 через тригонометрические функции кратных углов.

Решение: Пусть 
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Упражнения и задачи

1) Выразить через 
[image: image909.wmf]cos
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 и 
[image: image910.wmf]sin
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а) 
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2) Выразить через тригонометрические функции кратных углов:

а) 
[image: image916.wmf]cos

;

3

j

 б) 
[image: image917.wmf]cos

;

4

j

 в) 
[image: image918.wmf]cos

.

5

j


3) Вычислить суммы:

а) 
[image: image919.wmf]1
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в) 
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4) Вычислить: а) 
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5) Доказать, что 
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(1.2.6 Модуль комплексного числа

Напомним некоторые свойства модуля комплексного числа:

1) 
[image: image928.wmf]z
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2) 
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3) 
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6) 
[image: image934.wmf]z

z

z

×

=

2

.


Теорема: 
[image: image935.wmf]z

z

z

z

1

2

1

2

+

£

+

.

 (Неравенство треугольника: сумма двух сторон треугольника не меньше его третьей стороны).

Доказательство: 
[image: image936.wmf](
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 Отсюда 
[image: image939.wmf](
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[image: image942.wmf](
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Пример. Доказать, что 
[image: image943.wmf]z
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Доказательство: 
[image: image944.wmf]z
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 Аналогично, 
[image: image945.wmf]z
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Пример. a,b – комплексные числа. Если 
[image: image946.wmf]a
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 – вещественное положительное число, то 
[image: image947.wmf]a
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 Доказать это.

Доказательство: 
[image: image948.wmf]a
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Упражнения и задачи

1) При каком условии точка 
[image: image949.wmf]z
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 лежит внутри круга радиуса R и центром в точке 
[image: image950.wmf]c
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2) Доказать равенства:

а) 
[image: image951.wmf]2
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б) 
[image: image952.wmf]z
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3) Доказать, что если 
[image: image953.wmf]z
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4) Доказать, что уравнения с вещественными коэффициентами


[image: image955.wmf]a
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не могут иметь корней, больше единицы по модулю.

5) Решить уравнение:

а) 
[image: image956.wmf]z
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 б) 
[image: image957.wmf]z
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(1.2.7 Извлечение корня из комплексного числа

Число 
[image: image958.wmf]w

 называется корнем п-ой степени из комплексного числа z, если 
[image: image959.wmf]w
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 Например, числа -i, i являются корнями второй степени из числа -1, так как 
[image: image960.wmf]i
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 Если z = 0, то 
[image: image961.wmf]w
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 – единственный корень п-ой степени.

Теорема. Для любого комплексного числа 
[image: image962.wmf]z
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 существует ровно п корней п-ой степени, которые определяются по формуле:
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Доказательство: Пусть 
[image: image964.wmf]w
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Отсюда


[image: image966.wmf]r
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Возведя обе части каждого равенства в квадрат и сложив полученные равенства, получим:


[image: image967.wmf]r
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 (арифметический корень).

Из условия 
[image: image968.wmf]sin
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Для k = 0, 1, 2, 3,..., п-1 получаются различные значения чисел 
[image: image971.wmf]w
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 а для каждого из остальных значений 
[image: image972.wmf]k
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 будет получаться одно из этих чисел.

Отсюда следует, что все числа 
[image: image973.wmf]w
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 имеют равные модули 
[image: image974.wmf]r
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 но различные главные аргументы, отличающиеся друг от друга на величину 
[image: image975.wmf]2
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.

 Числа 
[image: image976.wmf]w
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, следовательно, соответствуют точкам комплексной плоскости, расположенным в вершинах правильного п-угольника, вписанного в круг радиуса 
[image: image977.wmf]r
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 с центром в начале координат.

Пример. Найти все корни четвертой степени из числа 16i.

Решение: Поскольку 
[image: image978.wmf]16
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 то применяя формулу для извлечения корней, получаем
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Следовательно,
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[image: image981.wmf]w
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[image: image982.wmf]w
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[image: image983.wmf]w
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Пример. Вычислить 
[image: image984.wmf]3
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Решение: Пусть 
[image: image985.wmf]x
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 Тогда 
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[image: image987.wmf](
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 Если 
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y

+

=

1

,

 то 
[image: image990.wmf]x

x

x

x

x

x

x

x

(

)

,

,

(

)(

)

,

,

,

1

2

0

2

0

2

1

0

2

1

2

1

2

-

+

=

-

-

=

-

+

=

=

=

-

 
[image: image991.wmf]y
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 Если 
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[image: image994.wmf]x
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Ответ: 
[image: image995.wmf]±
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Упражнения и задачи

1) Вычислить квадратные корни из чисел:

а) 
[image: image996.wmf]i

;

 б)
[image: image997.wmf]3
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 в) 
[image: image998.wmf]-
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2) Найти все значения следующих корней:

а) 
[image: image999.wmf]i
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;

 б) 
[image: image1000.wmf]-
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 в) 
[image: image1001.wmf]-
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 г) 
[image: image1002.wmf]64
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3) Найти:

а) 
[image: image1003.wmf]i
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 б) 
[image: image1004.wmf]-
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4) Решить уравнение:

а) 
[image: image1005.wmf]x
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 в) 
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 г) 
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(1.2.8 Корни из 1

По формулам извлечения корней все п корней п-ой степени из 1 можно записать в виде:
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т.е. все они являются степенями одного корня
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Теорема. Множество 
[image: image1012.wmf]Z

¥

 всех корней из 1 образуют мультипликативную группу.

Доказательство: Пусть 
[image: image1013.wmf]a
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 Тогда 
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 т.е. множество 
[image: image1015.wmf]Z
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 замкнуто относительно умножения, выполняется и аксиома ассоциативности (она выполняется для всех комплексных чисел, а, следовательно, и для корней из 1). Так как 
[image: image1016.wmf]1
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 то это множество содержит нейтральный элемент относительно умножения. Ясно, что если 
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 также, т.е. для любого элемента 
[image: image1019.wmf]a

 из 
[image: image1020.wmf]Z
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 элемент 
[image: image1021.wmf]a

-

1

 тоже принадлежит этому множеству. ■

Теорема. Множество 
[image: image1022.wmf]Z

n

 всех корней п-ой степени из 1 образуют конечную мультипликативную группу.

Доказывается аналогично предыдущей теореме. ■

Пример. Найти все корни третьей степени из 1.

Решение: 
[image: image1023.wmf]1
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[image: image1025.wmf]w
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[image: image1026.wmf]w
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Все корни п-ой степени из 1 изображаются точками, лежащими на окружности радиуса 1 с центром в О и делящими эту окружность на п равных частей.

Пример. Доказать тождество 
[image: image1027.wmf](

)

x

x

x

x

k

n

n

k

n

2

2

2

1

1

1

1

2

1

-

=

-

-

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

-

Õ

cos

.

p


Доказательство: 
[image: image1028.wmf]x
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 Это уравнение имеет 
[image: image1029.wmf]2
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 корней, корней из 1, т.е. его корни:
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[image: image1031.wmf](

)

x

x

x

k

n

i

k

n

x

k

n

i

k

n

n

k

n

2

2

1

1

1

1

-

=

-

-

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

-

+

æ

è

ç

ö

ø

÷

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

=

-

Õ

cos

sin

cos

sin

p

p

p

p



[image: image1032.wmf](
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Пример. Найти сумму всех корней п-ой степени из 1.

Решение: Пусть 
[image: image1033.wmf]e
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 Тогда все корни п-ой степени из 1 можно представить в виде 
[image: image1034.wmf]e
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 Отсюда сумма всех корней равна


[image: image1035.wmf]1
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Ответ: 0.

Пример. Найти произведение всех корней п-ой степени из 1.

Решение: Разобьем все сомножители, отличные от 1 и -1, на пары взаимно обратных чисел. Произведение чисел каждой пары равно 1. Если п четно, то все произведение равно 1, а если п нечетно, то -1.

Ответ: 
[image: image1036.wmf](
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Упражнения и задачи

1) Найти корни уравнений:

а) 
[image: image1037.wmf]1
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 б) 
[image: image1038.wmf](
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2) Доказать тождества:

а) 
[image: image1039.wmf]x
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б) 
[image: image1040.wmf]x
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3) Выразить в радикалах корни из 1 степеней 3, 4, 6, 8, 12.

4) Вычислить сумму s-x степеней всех корней степени п из 1, где s – целое число.

(1.2.9 Показательная форма записи комплексного числа

Пусть 
[image: image1041.wmf]q

 – действительное число. Полагаем


[image: image1042.wmf]e
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           (1)

Эта формула называется формулой Л. Эйлера. Она не доказывается, а принимается в качестве определения символа 
[image: image1043.wmf]e
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q

.

 Такое определение оправдано тем, что сохраняются основные свойства действительных показателей. Здесь е – основание натуральных логарифмов, 
[image: image1044.wmf]e
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. Для любого комплексного числа 
[image: image1045.wmf]z
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[image: image1046.wmf]e
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Эта формула не приведет к противоречию в случае, когда z – действительное число, со свойствами возведения действительного числа в действительную степень.

Основные свойства возведения в комплексную степень:

1) 
[image: image1047.wmf]e
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2) 
[image: image1048.wmf]e
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3) 
[image: image1049.wmf](
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С помощью формулы Эйлера комплексное число 
[image: image1050.wmf]z
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 можно записать в показательной форме:


[image: image1051.wmf]z
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            (3)

где r – модуль числа z, а 
[image: image1052.wmf]j

 – его аргумент. При этом формула Муавра принимает вид:


[image: image1053.wmf]z
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Корни п-ой степени из числа z получают вид:


[image: image1054.wmf]{
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Замена 
[image: image1055.wmf]q

 на 
[image: image1056.wmf]-

q

 в формуле Эйлера дает формулу:
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Отсюда легко получаем
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Пример. Выразить через косинусы углов кратных 
[image: image1059.wmf]q

:

 а) 
[image: image1060.wmf]cos
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 б) 
[image: image1061.wmf]sin
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Решение: а) 
[image: image1062.wmf](
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[image: image1063.wmf]+
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б) 
[image: image1064.wmf](
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[image: image1065.wmf]+

=

-

-

+

-

1

64

1

32

6

1

16

4

1

32

2

1

16

6

e

i

q

q

q

q

cos

cos

cos

.


Упражнения и задачи

Определить вид кривых, заданных следующими уравнениями:

1) 
[image: image1066.wmf]z
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2) 
[image: image1067.wmf]z
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3) 
[image: image1068.wmf]z
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4) 
[image: image1069.wmf]z
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5) 
[image: image1070.wmf]z
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Контрольная работа №2 по теме “Комплексные числа”

I вариант

1) Вычислите:

а) (2 + 5i )3;

б) 
[image: image1071.wmf]122
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2) Решите уравнение: 
[image: image1072.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1073.wmf]13
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б) 
[image: image1074.wmf]4
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4) Решите уравнение: а) 
[image: image1075.wmf]i
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б) 
[image: image1076.wmf]0
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5) Пусть 
[image: image1077.wmf]1
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[image: image1078.wmf]1
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. Докажите, что w – чисто мнимое тогда и только тогда, когда 
[image: image1079.wmf]1
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1080.wmf]ï
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7) Выразите 
[image: image1081.wmf]φ

cos

3

 через тригонометрические функции кратных углов.

8) Найдите сумму: 


[image: image1082.wmf]n
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II вариант

1) Вычислите:

а) 
[image: image1083.wmf]i
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б) 
[image: image1084.wmf]i
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2) При каких комплексных z выражения 
[image: image1085.wmf]i
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[image: image1086.wmf]i
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 одновременно имеют действительные значения?

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1087.wmf]26
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б) 
[image: image1088.wmf]6
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4) Решите уравнение: а) 
[image: image1089.wmf]i
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5) Для каких целых n 
[image: image1091.wmf]n
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1092.wmf]ï
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7) Выразите 
[image: image1093.wmf]x
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 через 
[image: image1094.wmf]x
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.

8) Найдите сумму:
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III вариант

1) Вычислите:

а) 
[image: image1096.wmf];
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б) 
[image: image1097.wmf]i
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2) При каких действительных x и y числа 
[image: image1098.wmf]i
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[image: image1099.wmf]3
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 будут комплексно сопряженными?

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1100.wmf]27
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б) 
[image: image1101.wmf]4
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4) Решите уравнение: а) 
[image: image1102.wmf]i
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[image: image1103.wmf]0
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5) Вычислите z1971+
[image: image1104.wmf]1971
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
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7) Выразите 
[image: image1107.wmf]x
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 через 
[image: image1108.wmf]x
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8) Найдите сумму:
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n

x

x

x

)

1

2

(

sin

5

sin

3

sin

sin

2

2

2

2

-

+

-

+

-

K

.

IV вариант

1) Вычислите:

а) 
[image: image1110.wmf];
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б) 
[image: image1111.wmf]i
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2) Найдите действительные значения x, при которых комплексные числа 
[image: image1112.wmf]4
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 являются сопряженными.

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1114.wmf]24
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б) 
[image: image1115.wmf]6
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4) Решите уравнение: а) 
[image: image1116.wmf];
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б) 
[image: image1117.wmf]i
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5) Вычислите z1971+
[image: image1118.wmf]1971
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1120.wmf]ï
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7) Выразите 
[image: image1121.wmf]x
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 через 
[image: image1122.wmf]x
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.

8) Найдите сумму:


[image: image1123.wmf]x
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V вариант

1) Вычислите:

а) 
[image: image1124.wmf])
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б) 
[image: image1125.wmf]i
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2) При каких действительных х и у числа 
[image: image1126.wmf]i

y

x

y

x

xy

y

y

)

(

2

2

+

+

+

-

+

-

 и 
[image: image1127.wmf]i
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 будут комплексно сопряженными?

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1128.wmf]48
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б) 
[image: image1129.wmf]3
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4) Решите уравнения: а) 
[image: image1130.wmf]0
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5) Докажите, что а) 
[image: image1132.wmf]z
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в) 
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1135.wmf]î
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7) Выразить 
[image: image1136.wmf]x
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 через 
[image: image1137.wmf]x
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8) Найдите сумму:


[image: image1138.wmf]x
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VI вариант

1) Вычислите: а) 
[image: image1139.wmf]di
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б) 
[image: image1140.wmf]3047
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2) Решите уравнение: 
[image: image1141.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи:

а) 
[image: image1142.wmf]24
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б) 
[image: image1143.wmf]3
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4) Решите уравнения: а) 
[image: image1144.wmf]0
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б) 
[image: image1145.wmf]0
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5) Докажите, что а) 
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б) 
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в) 
[image: image1148.wmf]n
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1149.wmf]ï
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7) Выразите 
[image: image1150.wmf]x
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 через 
[image: image1151.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1152.wmf]]
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VII вариант
1) Вычислите: а) 
[image: image1153.wmf]ai
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б) 
[image: image1154.wmf]1937
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2) Решите уравнение: 
[image: image1155.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи:

а) 
[image: image1156.wmf]48
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;
б) 
[image: image1157.wmf]6
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4) Решите уравнения: а) 
[image: image1158.wmf]i
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;
б) 
[image: image1159.wmf]3
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5) Если 
[image: image1160.wmf]c

 – корень многочлена с действительными коэффициентами, то и число 
[image: image1161.wmf]c

, сопряженное числу 
[image: image1162.wmf]c

, также корень этого многочлена. Докажите это.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1163.wmf]4

)

2

arg(

p

=

+

-

i

z


7) Выразите 
[image: image1164.wmf]x
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 через 
[image: image1165.wmf]x
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.

8) Найдите сумму: 
[image: image1166.wmf])
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VIII вариант

1) Вычислите: а)
[image: image1167.wmf]3
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б) 
[image: image1168.wmf]7
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2) Решите уравнение: 
[image: image1169.wmf]0

)

1

(

5

)

7

(

)

2

(

2

2

=

+

+

-

+

-

i

z

i

z

i

.

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи:

а) 
[image: image1170.wmf]12
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;
б) 
[image: image1171.wmf]3
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4) Решите уравнения: а) 
[image: image1172.wmf]z
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;
б) 
[image: image1173.wmf]i
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5) Если 
[image: image1174.wmf]2
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 – действительные число, то 
[image: image1175.wmf]1
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, где 
[image: image1176.wmf]R
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. Докажите это.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1177.wmf]ï
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7) Выразите 
[image: image1178.wmf]x
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 через 
[image: image1179.wmf]x
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.

8) Найдите сумму: 
[image: image1180.wmf]x
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IX вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1181.wmf])
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б) 
[image: image1182.wmf]i
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2) Найдите, при каких комплексных значениях k уравнение 
[image: image1183.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи:

а) 
[image: image1184.wmf]60
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б) 
[image: image1185.wmf]3
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4) Решите уравнения: а) 
[image: image1186.wmf]z
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б)
[image: image1187.wmf]0
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5) Докажите, что 
[image: image1188.wmf]f

n

x

x

n

n

cos

2

1

=

+

, если 
[image: image1189.wmf]f
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[image: image1190.wmf]Z
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1191.wmf]î
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7) Выразите 
[image: image1192.wmf]x
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 через 
[image: image1193.wmf]x
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.

8) Найдите сумму: 
[image: image1194.wmf]x

n

C

x

C

x

C

x

n

n

n

n

)

1

sin(

3

sin

2

sin

sin

2

1

+

+

+

+

+

K

.

X вариант
1) Вычислите: а) 
[image: image1195.wmf]7
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;
б) 
[image: image1196.wmf]bi

a

bi

a

-

+

.

2) Решите уравнение: 
[image: image1197.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1198.wmf]24
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б) 
[image: image1199.wmf]4
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4) Решите уравнения: а) 
[image: image1200.wmf]0
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,
б) 
[image: image1201.wmf]z

z

=

.

5) Докажите свойства модуля комплексного числа:

а) 
[image: image1202.wmf]2
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,
б) 
[image: image1203.wmf]z
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1204.wmf]î
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7) Выразите 
[image: image1205.wmf]x

4

cos

 через тригонометрические функции кратных углов.

8) Найдите сумму: 
[image: image1206.wmf]nx
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XI вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1207.wmf]6
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;
б)
[image: image1208.wmf]i
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2) Решите уравнение: 
[image: image1209.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1210.wmf])
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б) 
[image: image1211.wmf]3
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1212.wmf]i
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б) 
[image: image1213.wmf]z
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5) Докажите свойства модуля комплексного числа:

а)
[image: image1214.wmf]2
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,
б)
[image: image1215.wmf]2
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1216.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1217.wmf]x
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через 
[image: image1218.wmf]x
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.

8) Найдите сумму: 
[image: image1219.wmf]nx
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XII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1220.wmf]2
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б)
[image: image1221.wmf]3
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2) Решите уравнение: 
[image: image1222.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1223.wmf])
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б) 
[image: image1224.wmf]3
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1225.wmf]3
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,
б)
[image: image1226.wmf])
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5) Докажите, что если комплексное число 
[image: image1227.wmf]z

 удовлетворяет соотношению 
[image: image1228.wmf]1
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, то наибольшее возможное значение его модуля равно 
[image: image1229.wmf]2
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1230.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1231.wmf]x
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через 
[image: image1232.wmf]x
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.

8) Докажите, что 
[image: image1233.wmf]x
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XIII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1234.wmf]2
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б)
[image: image1235.wmf]1000
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2) Решите уравнение: 
[image: image1236.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1237.wmf]20
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б) 
[image: image1238.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1239.wmf]i
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,
б)
[image: image1240.wmf]i
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5) Вычислите выражение 
[image: image1241.wmf]142
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, если 
[image: image1242.wmf]z

 есть корень уравнения 
[image: image1243.wmf]1

1

=

+

z

z

.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1244.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1245.wmf]x
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через 
[image: image1246.wmf]x
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.

8) Докажите, что 
[image: image1247.wmf]x
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XIV вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1248.wmf]3
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б)
[image: image1249.wmf]3
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2) Решите уравнение:
[image: image1250.wmf]0
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.

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1251.wmf]20
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б) 
[image: image1252.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1253.wmf]z
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б)
[image: image1254.wmf]0
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5) Пусть 
[image: image1255.wmf]C
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. Докажите, что 
[image: image1256.wmf]1
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 и 
[image: image1257.wmf]1
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[image: image1258.wmf]i
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[image: image1259.wmf]R
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1260.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1261.wmf]x
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через 
[image: image1262.wmf]x
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.

8) Найдите сумму 
[image: image1263.wmf]nx
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XV вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1264.wmf]2
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б)
[image: image1265.wmf]3
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2) Решите уравнение:
[image: image1266.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1267.wmf]24
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б) 
[image: image1268.wmf]6
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1269.wmf]0
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б)
[image: image1270.wmf]i
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5) Пусть 
[image: image1271.wmf]C
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. Докажите, что 
[image: image1272.wmf]1
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 и 
[image: image1273.wmf]1
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тогда и только тогда, когда 
[image: image1274.wmf]ti
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, где 
[image: image1275.wmf]R
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1276.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1277.wmf]x
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[image: image1278.wmf]x

ctg

.

8) Докажите, что 
[image: image1279.wmf]2
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XVI вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1280.wmf]23
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б)
[image: image1281.wmf]i
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2) Найдите, при каких комплексных значениях k уравнение 
[image: image1282.wmf]0
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 имеет разные корни.

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а) 
[image: image1283.wmf]8
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б) 
[image: image1284.wmf]3
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1285.wmf]i

z

z

4

8

-

=

+

,
б)
[image: image1286.wmf]0

1

4

2

=

+

+

-

×

ai

az

z

.

5) Докажите, что 
[image: image1287.wmf]a
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1288.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1289.wmf]x
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через 
[image: image1290.wmf]x
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.

8) Найдите сумму: 
[image: image1291.wmf]nx
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XVII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1292.wmf]b
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б)
[image: image1293.wmf]i
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2) Найдите все комплексные числа х и у такие, что числа x, 2x+y, 2x+y образуют арифметическую прогрессию, а числа 
[image: image1294.wmf]2
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 образуют геометрическую прогрессию.

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1295.wmf]1
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;
б) 
[image: image1296.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1297.wmf]i
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,
б)
[image: image1298.wmf])
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5) Выясните, при каких условиях произведение двух комплексных чисел а)чисто мнимое число, б) вещественное число.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1299.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1300.wmf]x
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через 
[image: image1301.wmf]x
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.

8) Докажите, что 
[image: image1302.wmf]f
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XVIII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1303.wmf]2
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[image: image1304.wmf]3
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2) Найдите все числа, сопряженные своему квадрату

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1305.wmf]24

2

2

3

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

i


б) 
[image: image1306.wmf]6
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1307.wmf]0
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,
б)
[image: image1308.wmf]i
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5) Докажите, что 
[image: image1309.wmf]a
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1310.wmf]î
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7) Выразите 
[image: image1311.wmf]x

ctg

6

через 
[image: image1312.wmf]x
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8) Докажите, что:


[image: image1313.wmf]2
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XIX вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1314.wmf]3
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б)
[image: image1315.wmf]i
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2) Найдите все числа, сопряженные своему кубу.

3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1316.wmf]30

150

)

3

(

)

3

1

(

i

i

+

+

;
б) 
[image: image1317.wmf]6
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1318.wmf]0
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[image: image1319.wmf]i
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5) Докажите, что 
[image: image1320.wmf]2
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1321.wmf]4
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7) Выразите 
[image: image1322.wmf]f
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 через тригонометрические функции кратных углов.

8) Докажите, что:


[image: image1323.wmf]2
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XX вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1324.wmf]8
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[image: image1325.wmf]i
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2) Решите систему, считая, что x, y, z, t вещественные:


[image: image1326.wmf]î
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1327.wmf]150
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б)
[image: image1328.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1329.wmf]i
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,
б)
[image: image1330.wmf]i
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5) Упростите выражение: 
[image: image1331.wmf]x
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1332.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1333.wmf]f
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 через тригонометрические функции кратных углов.

8) Докажите, что
[image: image1334.wmf]2
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XXI вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1335.wmf]2
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б)
[image: image1336.wmf]i
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2) Решите систему: 
[image: image1337.wmf]ï
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1338.wmf]6
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б)
[image: image1339.wmf]n
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1340.wmf]0
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,
б)
[image: image1341.wmf]i
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5) Докажите равенство: 
[image: image1342.wmf]64
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1343.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1344.wmf]f
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 через тригонометрические функции кратных углов.

8) Докажите, что
[image: image1345.wmf]13
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XXII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1346.wmf]25
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б)
[image: image1347.wmf]i
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2) Решите систему: 
[image: image1348.wmf]î
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1349.wmf]5
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б)
[image: image1350.wmf]6
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1351.wmf]i
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5) Докажите, что 
[image: image1353.wmf]1
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 и 
[image: image1354.wmf]2
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 комплексно сопряженные тогда и только тогда, когда 
[image: image1355.wmf]1
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[image: image1356.wmf]2
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[image: image1357.wmf]2
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1358.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1359.wmf]x
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 через 
[image: image1360.wmf]x
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 и 
[image: image1361.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1362.wmf]13
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XXIII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1363.wmf]2
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б)
[image: image1364.wmf]3
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2) Решите систему: 
[image: image1365.wmf]î
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1366.wmf])
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[image: image1367.wmf]6
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1368.wmf]0
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5) Докажите равенство: 
[image: image1370.wmf]N

n

n

n

n

n

n

n

n

Î

=

-

×

×

×

×

-

,

2

2

)

1

(

sin

2

3

sin

2

2

sin

2

sin

1

p

p

p

p

K

.
6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1371.wmf]3
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7) Выразите 
[image: image1372.wmf]x
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 через 
[image: image1373.wmf]x
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 и 
[image: image1374.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1375.wmf]13
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XXIV вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1376.wmf]3
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[image: image1377.wmf]1
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2) Решите уравнение: 
[image: image1378.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1379.wmf]13
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1381.wmf]z
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5) Докажите, что корни уравнения 
[image: image1383.wmf]1
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1385.wmf]2
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7) Выразите 
[image: image1386.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1389.wmf])
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XXV вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1390.wmf]2
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[image: image1391.wmf]8
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2) Решите уравнение: 
[image: image1392.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1393.wmf]i
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1395.wmf]z
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5) Найдите сумму p-x степеней корней уравнения 
[image: image1397.wmf]0
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, где p – целое.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1398.wmf]2
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7) Выразите 
[image: image1399.wmf]x
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8) Найдите сумму:
[image: image1402.wmf]11
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XXVI вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1403.wmf]3
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2) Решите систему: 
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1406.wmf]4
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[image: image1407.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
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5) Докажите, что 
[image: image1410.wmf])
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[image: image1411.wmf]3
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6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1412.wmf]2
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7) Выразите 
[image: image1413.wmf]x
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 через
[image: image1414.wmf]x
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и 
[image: image1415.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1416.wmf]11
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XXVII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1417.wmf]8
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2) Решите систему: 
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1420.wmf])
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[image: image1421.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1422.wmf]z
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б)
[image: image1423.wmf]0
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5) Где расположены точки на числовой плоскости, для которых 
[image: image1424.wmf]1
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 (z – комплексное число)?

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1425.wmf]2
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.

7) Выразите 
[image: image1426.wmf]x
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 через 
[image: image1427.wmf]x
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и 
[image: image1428.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1429.wmf]11
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XXVIII вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1430.wmf]6
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[image: image1431.wmf]i
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2) Решите систему: 
[image: image1432.wmf]î
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1433.wmf]96
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[image: image1434.wmf]4
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1435.wmf]z
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б)
[image: image1436.wmf]i
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5) Найдите порядки всех корней из единицы 12 степени.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых
[image: image1437.wmf]p
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7) Выразите 
[image: image1438.wmf]x
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 через 
[image: image1439.wmf]x
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8) Найдите сумму: 
[image: image1441.wmf]21
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XXIX вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1442.wmf]2
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[image: image1443.wmf]i
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2) Решите систему: 
[image: image1444.wmf]î
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1445.wmf]5
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[image: image1446.wmf]8
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1447.wmf]z
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б)
[image: image1448.wmf]i
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5) Докажите, что если ( – первообразный корень n-той степени из 1, то и 
[image: image1449.wmf]e

 – первообразный корень n-той степени из 1.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1450.wmf]p
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7) Выразите 
[image: image1451.wmf]x

8

cos

 через 
[image: image1452.wmf]x
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и 
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8) Найдите сумму: 
[image: image1454.wmf]19
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XXX вариант
1) Вычислите: а)
[image: image1455.wmf]3
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2) Решите уравнение: 
[image: image1457.wmf]0
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3) Вычислите, используя тригонометрическую форму записи комплексного числа:

а)
[image: image1458.wmf])
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[image: image1459.wmf]3
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4) Решите уравнения: а)
[image: image1460.wmf]z
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5) Найдите порядки всех корней из 1 степени 20.

6) Изобразите на плоскости множество всех точек, для которых 
[image: image1462.wmf]6

arg

p
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z

.

7) Выразите 
[image: image1463.wmf]x

tg

4

 через 
[image: image1464.wmf]tgx

.

8) Найдите сумму: 
[image: image1465.wmf]17
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