Модуль 2. Многочлены. Матрицы. Определители

Глава 2.1. Многочлены

(2.1.1 Многочлены от одного переменного

Пусть А – ассоциативное коммутативное кольцо с 1 без делителей нуля. Рассмотрим множество 
[image: image1.wmf][

]
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 всех последовательностей элементов из кольца А, в которых только конечное число элементов отлично от 0 (здесь 0 – нейтральный элемент относительно сложения кольца А). Таким образом, последовательность имеет вид:
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и называется многочленом от одной переменной над кольцом А. Начиная с некоторого номера, все элементы последовательности равны нулю. Наибольший индекс п, при котором 
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 называется степенью многочлена f и обозначается 
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 (от английского слова degree - степень). Элементы 
[image: image5.wmf]a
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 называются коэффициентами многочлена. Коэффициент 
[image: image6.wmf]a
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 называется свободным членом. Коэффициент 
[image: image7.wmf]a
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 называется старшим коэффициентом. Нулевой многочлен 0 = (0, 0, 0,...) не имеет степени. Иногда уславливаются присваивать ему степень 
[image: image8.wmf]-
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 причем считается, что для любого целого числа п имеет место неравенство 
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Возьмем два многочлена:
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Отношение равенства. Считаем, что f = g, если n = m и 
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 т.е. если у них степени равны и все соответствующие коэффициенты равны.

Сложение. Полагаем, что 
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 т.е. для того, чтобы сложить два многочлена, надо сложить их соответствующие коэффициенты.

Очевидно, что введенная операция ассоциативна и коммутативна, и многочлен с нулевыми коэффициентами 0 = (0, 0,...) является нейтральным элементом относительно сложения многочленов. Для каждого многочлена f найдется противоположный:
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Следовательно, многочлены образуют аддитивную абелеву группу.

Умножение.

[image: image14.wmf](
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т.е. произведением многочленов f и g называется многочлен 
[image: image15.wmf](
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 коэффициенты которого вычисляются по формуле 
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 Полагаем, как обычно, что 
[image: image17.wmf]f

f

1

=

,

 
[image: image18.wmf]f

f

f

2

=

×

,

 
[image: image19.wmf]f

f

f

n

n

=

×

-

1

,

 
[image: image20.wmf]f

0

1

1

0

0

=

=

(

,

,

,

.

.

.

).


Теорема. Множество всех многочленов образует относительно введенных отношения равенства, сложения и умножения ассоциативное коммутативное кольцо с 1 без делителей нуля.

Доказательство заключается в непосредственной проверке всех аксиом кольца. Заметим, что в качестве нейтрального элемента относительно умножения выступает многочлен 1 = (1, 0, 0,...).

Покажем, что кольцо не имеет делителей нуля. Пусть 
[image: image21.wmf](

)

f

a

=

0

,

.

.

.

 и 
[image: image22.wmf](

)

g

b

=

0

,

.

.

.

 – два многочлена из 
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 Предположим теперь, что 
[image: image24.wmf]f
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 т.е. в f найдется хотя бы один коэффициент, отличный от нуля. Допустим, что s – наименьший индекс коэффициента, отличного от нуля, т.е.
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Если fg = 0, то 
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 а кольцо А без делителей нуля, то 
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 И далее последовательно выводим, что 
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 и, стало быть, g = 0, а это и означает, что 
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 – кольцо без делителей нуля, т.е. если 
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Следствие. Если fh = gh и 
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 то f = g.
Доказательство: Равенство fh = gh перепишем в виде 
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 Таким образом, в кольце 
[image: image38.wmf][
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 возможно деление обеих частей равенства на их общий множитель.

Условимся отождествлять последовательность (а, 0, 0,...) с элементом а из А, т.е. 
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 Это допустимо, так как действия над последовательностями вполне согласуются с действиями над элементами кольца А:
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Таким образом, мы получили расширение кольца А:
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Заметим, что
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т.е. умножить элемент из А на многочлен – это значит умножить каждый коэффициент многочлена на этот элемент.

Рассмотрим многочлен х = (0, 1, 0, 0,...). Для него
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Если 
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и мы получили привычную форму записи многочлена по возрастающим степеням х, кстати, объясняющую обозначение 
[image: image51.wmf][
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 для кольца многочленов над кольцом А. Перепишем уже известные формулы для двух многочленов:
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в новом виде:
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Степени многочленов, очевидно, обладают свойствами:
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Упражнения и задачи

1) Найти числа а и b из тождеств:

а) 
[image: image61.wmf](
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б) 
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в) 
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2) Разложите многочлен на множители второй степени методом неопределенных коэффициентов:

а) 
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 б) 
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3) Разложите многочлен на множители:

а) 
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(2.1.2 Деление по убывающим степеням

В этом разделе будем рассматривать многочлены над полем K, т.е. из кольца 
[image: image70.wmf][
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Если 
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 где f, g и h из 
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 то так же, как и для чисел, говорим, что f делится на g (и применяем обозначение 
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) или, что g делит f (обозначение 
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), а также, что многочлен f кратен многочлену g. Нулевой многочлен 0 кратен любому многочлену.

Свойства делимости многочленов почти дословно повторяют свойства целых чисел с некоторыми особенностями:
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Теорема (о делении с остатком). Для любых двух многочленов f и g из 
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 существует и притом единственная пара 
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Доказательство: Запишем многочлены в виде, в котором индексы коэффициентов убывают:
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Если 
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Рассмотрим многочлен 
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 Его степень равна степени п многочлена 
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 поэтому степень многочлена
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ниже степени многочлена 
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 Здесь мы воспользовались тем, что K - поле, и в нем элемент 
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 существует. Повторяя аналогичную операцию с многочленом 
[image: image94.wmf]f

n

-

1

,

 получаем последовательность 
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Если среди этих соотношений встретится случай 
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 Неравенство 
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Сложив все написанные равенства, получим
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Откуда и следует, что найдутся многочлены q и r, для которых 
[image: image105.wmf]f
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Доказательство теоремы единственности проведем методом от противного. Предположим, что существует вторая пара многочленов q1 и r1, для которых
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Тогда 
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Но 
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[image: image114.wmf]r

r

1

0

-

=

.


Теорема доказана. ■

В равенстве 
[image: image115.wmf]f

gq

r

=

+

 многочлен r называется остатком от деления f на g, многочлен q называется неполным частным, а если r = 0, то частным от деления f на g.

Доказательство теоремы существования дает алгоритм деления "уголком" по убывающим степеням.

Пример. 
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Решение: 
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-3+





Здесь 
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Эти же рассуждения приводят и к алгоритму деления "уголком" по возрастающим степеням.

Пример.

[image: image120.png]



Получили 
[image: image121.wmf](
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 Деление по возрастающим степеням приводит к результату, совершенно отличному от деления тех же многочленов по убывающим степеням.

Упражнения и задачи

1) Если многочлен f делится на g, то произведение многочлена f на любой многочлен h также делится на g. Доказать.

2) Методом неопределенных коэффициентов найти частное и остаток от деления f на g:

а) 
[image: image122.wmf]f
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б) 
[image: image123.wmf]f

x

x

x

x

g

x

x

=

-

-

+

+

=

-

-

4

2

16

5

9

2

1

4

3

2

2

,

.


3) Разделить "уголком" многочлен f на g:

а) 
[image: image124.wmf]f
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б) 
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в) 
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г) 
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4) Найти все а и b, при которых многочлен f делится нацело на многочлен g:

а) 
[image: image128.wmf]f
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б) 
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(2.1.3 Теоремы о линейном представлении НОД

Если многочлен d делит какие-либо многочлены, то он называется их общим делителем. Многочлены степени 0, т.е. постоянные, отличные от нуля, всегда являются общими делителями. Общий делитель наибольшей степени называется наибольшим общим делителем. Наибольший общий делитель d многочленов 
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 обозначается НОД
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 или просто 
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Теорема 1 (о линейном представлении наибольшего общего делителя двух многочленов). Если 
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 то существуют многочлены и и v, для которых


[image: image134.wmf]d
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Доказательство: Рассмотрим множество М всех многочленов вида 
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Это множество непусто, в частности, ему принадлежат и многочлены f и g. Если два многочлена принадлежат множеству М, то ему принадлежит и остаток от деления одного на другой. Пусть d – ненулевой многочлен в М наименьшей степени. Легко видеть, что тогда все многочлены множества М делятся на d, т.е. d – общий делитель многочленов f и g. С другой стороны, так как 
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 то существуют многочлены и и v, для которых 
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 Отсюда следует, что d делится на любой другой общий делитель многочленов f и g, а стало быть, является их наибольшим общим делителем. ■

Следствие. Наибольший общий делитель многочленов f и g делится на их любой общий делитель.

Теорема Евклида. Если 
[image: image140.wmf]fg
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Доказательство аналогично приведенному для чисел. ■

Теорема 2. Если 
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 то существуют многочлены и и v, для которых
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Доказательство: Из теоремы 1 следует, что d можно представить в виде 
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 По теореме о делении с остатком 
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 Введем обозначение 
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 Докажем, что 
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 и теорема доказана. ■

Теорема 3. Если 
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 то существует и притом единственная пара многочленов и и v, для которых имеет место тождество Безу:
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Доказательство: Пусть 
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 и по теореме 2 существуют многочлены 
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После домножения на d обеих частей полученного равенства и получим искомое. Теорема существования доказана.

Предположим, что нашлись две пары многочленов, для которых
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Тогда 
[image: image166.wmf]fu
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 А с учетом равенств 
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Так как 
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Пример. Найти линейное представление НОД
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 для многочленов 
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Решение: Будем искать из условия 
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[image: image182.wmf](
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Приравнивая соответствующие коэффициенты, получим систему
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[image: image185.wmf]Решение си
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Ответ: 
[image: image186.wmf](
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Упражнения и задачи

1) Найти линейное представление НОД
[image: image187.wmf](
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б) 
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2) Если 
[image: image190.wmf](
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 то существуют многочлены 
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 для которых 
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 Доказать.

3) Если f делится на g и h, 
[image: image193.wmf](
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 то f делится на gh. Доказать.

4) Если 
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 Доказать.

(2.1.4 Алгоритм Евклида

Так же, как и для чисел, наибольший общий делитель двух многочленов можно находить с помощью алгоритма Евклида. Для нахождения НОД
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 необходимо выполнить следующие операции:
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[image: image201.wmf]r
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Процесс конечен, так как для степеней многочленов 
[image: image202.wmf]r
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 существует лишь конечное число возможностей. Последний ненулевой остаток и есть НОД 
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Пример. Найти НОД многочленов 
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Решение: Применим алгоритм Евклида:
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Ответ: 
[image: image210.wmf]x
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Замечание: Для удобства вычислений с целыми числами многочлены домножались или делились на числа. Это не отразилось на ответе (почему?).

Алгоритм Евклида дает также способ нахождения многочленов и и v из теоремы о линейном представлении НОД
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т.е.
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Продолжая, индуктивно получим для 
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И, наконец, для 
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Пример. 
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Решение: Последовательным делением получаем по алгоритму Евклида:
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Следовательно, 
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 или с точностью до числового множителя 
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 Воспользуемся рекуррентными формулами 
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 начиная с k = -2.
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Таким образом, 
[image: image240.wmf](

)

(

)

d

x

f

x

x

x

g

=

-

+

+

+

-

-

2

3

2

2

1

.


Упражнения и задачи

1) Найти наибольший общий делитель многочленов:

а) 
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б) 
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2) Найти наибольший общий делитель многочленов и его линейное представление:

а) 
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б) 
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(2.1.5 Неприводимые многочлены

Многочлен 
[image: image249.wmf][
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 называется простым или неприводимым в поле K, если он не имеет других делителей, кроме самого себя и ненулевых постоянных.

Подчеркнем, что понятие неприводимости многочлена существенным образом зависит от поля коэффициентов K. Например, многочлен 
[image: image250.wmf]x
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 неприводим в Q, но не в R, ибо он делится на 
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 а многочлен 
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 неприводим в R, но не в С, ибо он делится на 
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 Если многочлен неприводим в поле K, то он неприводим и в любом его подполе.

Примерами неприводимых многочленов в любом поле K являются многочлены степени 1, поскольку всякий его делитель либо постоянен, либо он сам.

Теорема. Любой многочлен либо делится на неприводимый многочлен, либо взаимно прост с ним.

Доказательство: НОД
[image: image256.wmf](
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 равен или р, или постоянной, отличной от 0, так как должен быть делителем неприводимого многочлена p. В первом случае f делится на p, во втором – взаимно прост с p. ■

Многочлен называется нормализованным, если его старший коэффициент равен 1. В следующей теореме будем считать все неприводимые многочлены записанными в нормализованном виде.

Основная теорема арифметики кольца многочленов. Любой многочлен можно представить в виде произведения неприводимых многочленов, и притом единственным образом с точностью до порядка следования сомножителей.

Доказательство теоремы существования проведем индукцией по степени многочлена. База индукции. Как уже говорилось, многочлены первой степени неприводимы. Будем считать, что неприводимый многочлен уже представлен в виде произведения неприводимых сомножителей (из одного сомножителя).

Предположим, что утверждение теоремы верно для многочленов степени меньше 
[image: image257.wmf]n
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 Возьмем многочлен степени п. Если он неприводим, то для него утверждение теоремы верно. Если приводим, то его можно представить в виде произведения двух многочленов, степени которых меньше п, т.е. каждый из них по гипотезе индукции можно представить в виде произведения неприводимых многочленов, а следовательно, и сам исходный многочлен допускает представление в виде такого произведения.

Теорема единственности доказывается методом от противного. Пусть некоторый многочлен допускает два представления:
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т.е. 
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 Предположим, что 
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 Тогда по теореме Евклида 
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 делится на 
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 и т.д. Продолжение этой цепочки предположений приведет к противоречию: b делится на 
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 Это противоречие означает, что существует 
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 Изменим порядок расположения сомножителей так, что 
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 Аналогичные рассуждения приведут нас к тому, что
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Два представления совпали. Теорема доказана. ■

Собрав одинаковые сомножители в степени, получим каноническое представление многочлена:
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Упражнения и задачи

1) Доказать, что если произведение многочленов 
[image: image275.wmf]f

f

f

m

1

2

.

.

.

 делится на неприводимый многочлен p, то и один из сомножителей делится на p.

(2.1.6 Дифференцирование многочленов

Многочлены мы ввели чисто алгебраически. Введем чисто алгебраически, т.е. не прибегая к понятиям функции и предела, дифференцирование многочленов.

Пусть имеется многочлен 
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 Производным многочленом от многочлена f называется многочлен
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Если 
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Свойства дифференцирования нетрудно получить, пользуясь только этим определением:
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Будем полагать, что 
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 соответственно, k-тым производным многочленом от f, или производным многочленом k-го порядка, 
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 Иногда принимают 
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 (производный многочлен порядка 0).

Упражнения и задачи

1) Доказать свойства 1-4.

2) Если 
[image: image290.wmf]f
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 то k – кратность множителя g многочлена f. Доказать, что тогда k-1 – кратность множителя g многочлена 
[image: image291.wmf]¢
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(2.1.7 Отделение кратных множителей

Многочлен f запишем в виде 
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 – произведение всех множителей в каноническом представлении f кратности 1, 
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где
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т.е. в нормализованном виде
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Аналогично получим
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[image: image302.wmf](
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Следовательно,
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Отсюда
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Таким образом, алгоритм отделения кратных множителей многочлена f заключается в следующем:

1) Найти 
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2) Найти 
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3) Процесс вычисления 
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4) Вычислить 
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5) Вычислить 
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6) Вычислить 
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Упражнения и задачи

Отделить кратные множители:

1) 
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2) 
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3) 
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4) 
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(2.1.8 Полиномиальная функция

Пусть 
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 – многочлен над полем K. Если 
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 – тоже принадлежит полю K. Таким образом, многочлен f определяет отображение K в K, которое каждому элементу 
[image: image322.wmf]x

 из K ставит в соответствие элемент 
[image: image323.wmf]f
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 из K. Это отображение называется полиномиальной функцией 
[image: image324.wmf]y
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 Алгебраические операции над многочленами f согласуются с операциями над функциями:
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Если 
[image: image328.wmf]f
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 то с называется нулем полиномиальной функции 
[image: image329.wmf]y

f

x

=

(

)

 или корнем уравнения 
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Теорема Безу. Остаток от деления многочлена f на многочлен 
[image: image331.wmf]x
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 равен 
[image: image332.wmf]f

c

(

).


Доказательство: По теореме о делении с остатком
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Так как 
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[image: image335.wmf]r
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Const. Эту константу можно вычислить, подставив в тождество любое значение переменной х, например, 
[image: image336.wmf]x
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[image: image338.wmf]f
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Деление на 
[image: image339.wmf]x
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 и вычисление 
[image: image340.wmf]f
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 можно производить по схеме Горнера. В равенстве:

[image: image341.wmf](
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раскроем скобки и приравняем коэффициенты при соответствующих степенях х. Получим 
[image: image342.wmf]a
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 Перепишем эти равенства в виде таблицы:
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Пример. Вычислить 
[image: image353.wmf]f
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Решение:
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Ответ: 38.

Пример. Разложить многочлен 
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Решение:
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Ответ: 
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Теорема. Для того, чтобы элемент с поля K был нулем полиномиальной функции 
[image: image358.wmf]y
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 необходимо и достаточно, чтобы многочлен 
[image: image359.wmf]f

 делился на 
[image: image360.wmf]x
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 нацело.

Доказательство: По теореме Безу f(х) делится на 
[image: image361.wmf]x
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 тогда и только тогда, когда 
[image: image362.wmf]f
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Упражнения и задачи

1) Вычислить 
[image: image363.wmf](
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б) 
[image: image365.wmf]f
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в) 
[image: image366.wmf]f
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г) 
[image: image367.wmf]f
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2) Определить кратность корня 
[image: image368.wmf]x
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 многочлена f:

а) 
[image: image369.wmf]f
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б) 
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в) 
[image: image371.wmf]f
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г) 
[image: image372.wmf]f
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3) При каком значении а многочлен 
[image: image373.wmf]x
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 имеет корень -1 кратности не ниже второй?

4) Показать, что при любых целых m, п и p многочлен 
[image: image374.wmf]x
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 делится на 
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5) Доказать, что многочлен 
[image: image376.wmf]1
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 не имеет кратных корней.

(2.1.9 Многочлены над полем комплексных чисел

Основная теорема алгебры комплексных чисел. Многочлен с комплексными коэффициентами имеет в поле комплексных чисел хотя бы один корень.

Без доказательства. ■

Следствие 1. Многочлен с комплексными коэффициентами степени п имеет в поле комплексных чисел ровно п корней.

Доказательство: Пусть 
[image: image377.wmf]f
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 – многочлен степени п с комплексными коэффициентами. По основной теореме алгебры он имеет в поле комплексных чисел корень 
[image: image378.wmf]c

1

.

 Тогда по теореме Безу
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)

[

]

f

x

x

c

f

x

f

C

x

(

)

(

),

.

=

-

Î

1

1

1


Многочлен 
[image: image380.wmf]f
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 с комплексными коэффициентами степени п-1 тоже в комплексных числах имеет корень 
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[image: image384.wmf](
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Получили ровно п корней.

Следствие 2. Многочлен с комплексными коэффициентами над полем С представим в виде произведения линейных множителей.

Доказательство:

[image: image385.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

f

x

c

f

x

c

x

c

f

x

c

x

c

x

c

a

n

=

-

=

-

-

=

=

-

-

-

1

2

1

2

3

1

2

0

.

.

.

.

.

.

.


Следствие 3. (теорема Виета) Если 
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Доказательство: В равенстве


[image: image392.wmf](
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раскроем скобки и приравняем коэффициенты при соответствующих степенях х.

Упражнения и задачи

1) Разложить на линейные множители:

а)
[image: image393.wmf]x
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 б)
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2) Найти зависимость между p, q и r, при которой корни уравнения 
[image: image399.wmf]x
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 образуют геометрическую прогрессию.

(2.1.10 Многочлены с вещественными коэффициентами

Теорема. Если с – корень многочлена с вещественными коэффициентами, то и комплексно сопряженное число 
[image: image400.wmf]с

 также корень этого многочлена.

Доказательство: 
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 По условию 
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 Отсюда 
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т.е. 
[image: image405.wmf]f
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Теорема. Многочлен с вещественными коэффициентами можно представить в виде произведения многочленов с вещественными коэффициентами первой и второй степени.

Доказательство: Пусть многочлен 
[image: image406.wmf]f
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 и t пар комплексно сопряженных корней 
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 Тогда 
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[image: image410.wmf](
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Все множители первой и второй степени имеют вещественные коэффициенты и, следовательно, теорема доказана. ■

Следствие. Многочлен с вещественными коэффициентами нечетной степени имеет хотя бы один вещественный корень.

Доказательство: Количество комплексных корней четно, а количество всех корней по условию нечетно, поэтому количество вещественных корней больше нуля.

Если для любого положительного корня с многочлена 
[image: image411.wmf]f
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 выполнено условие 
[image: image412.wmf]c
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 то число d называется верхней границей положительных корней. Если же для любого отрицательного корня с выполнено условие 
[image: image413.wmf]c
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 то h называется нижней границей отрицательных корней.
Теорема. Если -d – нижняя граница отрицательных корней многочлена 
[image: image414.wmf]f
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 то d – верхняя граница положительных корней многочлена 
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Доказательство: Пусть с – положительный корень многочлена 
[image: image416.wmf]f
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Упражнения и задачи

1) Доказать тождества:

а)
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[image: image426.wmf]cos

cos

.

.

.

cos

;

p

p

p

2

1

2

2

1

2

1

1

2

n

n

n

n

n

+

+

+

=

 е) 
[image: image427.wmf]sin

sin

.

.

.

sin

(

)

.

p

p

p

4

3

4

2

1

4

2

2

n

n

n

n

n

-

=


2) Найти НОД многочленов:

а) 
[image: image428.wmf]x

m

-

1

 и 
[image: image429.wmf]x

n

-

1

;


б) 
[image: image430.wmf]x

m

+

1

 и 
[image: image431.wmf]x

n
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.


3) Построить многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий:

а) двойной корень 1, простые корни 2; 3 и 
[image: image432.wmf]1

+

i

;


б) двойной корень i, простой корень 
[image: image433.wmf]-

-

1

i

.


4) Отделить вещественные корни уравнений:

а) 
[image: image434.wmf]x
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б) 
[image: image435.wmf]x
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5) Если s – верхняя граница отрицательных корней многочлена 
[image: image436.wmf]f

x

(

)

 с вещественными коэффициентами, то 
[image: image437.wmf]-

1
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 – верхняя граница положительных корней многочлена 
[image: image438.wmf]x
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,

 то п – степень многочлена f. Доказать.

6) Если s – нижняя граница положительных корней многочлена 
[image: image439.wmf]f

x

(

)

 с вещественными коэффициентами, то 
[image: image440.wmf]1

s

 – верхняя граница положительных корней многочлена 
[image: image441.wmf]x
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,

 где п – степень многочлена f. Доказать.

(2.1.11 Многочлены с целыми коэффициентами

Наибольший общий делитель всех коэффициентов многочлена с целыми коэффициентами называется его содержанием. Многочлен называется примитивным, если его содержание равно 1.

Теорема (лемма Гаусса). Произведение примитивных многочленов вновь примитивный многочлен.

Доказательство: Пусть 
[image: image442.wmf]f
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[image: image445.wmf]h
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,

 многочлены g и h примитивные, и простое число p делит все коэффициенты многочлена f. Предположим, что k – номер первого коэффициента многочлена g, который не делится на p, а s – номер последнего коэффициента многочлена h, который не делится на p. Тогда в равенстве
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число, стоящее слева и все слагаемые суммы, стоящей справа, кроме одного 
[image: image447.wmf]b
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s

,

 делятся на p. Противоречие. Следовательно, такого простого числа p нет и наибольший общий делитель коэффициентов многочлена f равен 1. ■

Теорема (признак Эйзенштейна). Если существует такое простое число p, которое делит все коэффициенты многочлена с целыми коэффициентами 
[image: image448.wmf]f
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 кроме старшего 
[image: image449.wmf]a
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 но для которого свободный член 
[image: image450.wmf]a
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 не делится на 
[image: image451.wmf]p
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 то многочлен 
[image: image452.wmf]f
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 неприводим.

Доказательство: Предположим противное, что многочлен 
[image: image453.wmf]f
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 представлен в виде произведения двух многочленов с целыми коэффициентами
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 где 
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Тогда 
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Произведение 
[image: image457.wmf]b
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 делится на p, но не делится на 
[image: image458.wmf]p
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.

 В силу простоты числа p, это означает, что один из сомножителей делится на p, скажем 
[image: image459.wmf]b
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,

 а другой нет. Аналогичные рассуждения при рассмотрении равенства
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но с учетом того, что 
[image: image461.wmf]c

s

 не делится на p, приводят к выводу, что 
[image: image462.wmf]b
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 делится на p. Продолжив рассуждения, получим: 
[image: image463.wmf]b
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 делится на p, а следовательно, 
[image: image464.wmf]а
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 делится на p. Противоречие с условием. Значит наше предположение неверно и теорема доказана. ■

Теорема. Если 
[image: image465.wmf]p

q

 – рациональный корень многочлена с целыми коэффициентами 
[image: image466.wmf]f
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 то 
[image: image467.wmf]a
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 делится на p, 
[image: image468.wmf]a

0

 делится на q и для любого целого числа m 
[image: image469.wmf]f
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 делится на 
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 В частности, 
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Доказательство: 
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[image: image476.wmf]a

p

a

p

q

a

pq

a

q

n

n

n

n

n

n

0

1

1

1

1

0

+

+

+

+

=

-

-

-

.

.

.

.


Из этого равенства следует, что 
[image: image477.wmf]a
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 делится на p. Но 
[image: image478.wmf](
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 т.е. по теореме Евклида 
[image: image479.wmf]a

n

 делится на p. Аналогично, так как 
[image: image480.wmf]a
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 делится на q, 
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 то 
[image: image482.wmf]а
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 делится на q.

Разделим 
[image: image483.wmf]f
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[image: image484.wmf]x

p

q

-

.

 Получим
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Домножим обе части равенства на 
[image: image486.wmf]q
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 Тогда
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и нетрудно доказать, что
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Подставим в обе части тождества вместо х число m. Получим
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т.е. 
[image: image490.wmf]q
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 делится нацело на 
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 и q взаимно просты, поэтому 
[image: image493.wmf]f
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 делится на 
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Пример. Доказать, что уравнение 
[image: image495.wmf]8
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 не имеет рациональных корней.

Решение: Если 
[image: image496.wmf]p

q

 – рациональный корень, то p может равняться 1 или -1, а q соответственно 1, 2, 4, 8 (знак корня относим к числителю). Рациональным корнем может быть только одно из чисел 1, 
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 Пусть 
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 Из числа подозреваемых исключаем 1, а также 
[image: image500.wmf]1
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 (так как f(1) не делится на 
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 С помощью числа f(2) = 53 аналогичным образом убедимся, что и остальные числа не удовлетворяют условию f(2) делится на 
[image: image502.wmf]p
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,

 т.е. не являются корнями уравнения.

Упражнения и задачи

1) Доказать, что уравнение 
[image: image503.wmf]x
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 не имеет рациональных корней.

2) Найти все рациональные корни многочленов:

а) 
[image: image504.wmf]x
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б) 
[image: image505.wmf]6
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в) 
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г) 
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(2.1.12 Многочлены с рациональными коэффициентами

Теорема. Многочлен с рациональными коэффициентами можно представить в виде произведения примитивного многочлена с целыми коэффициентами и несократимой рациональной дроби и притом единственным образом.

Доказательство теоремы существования. Пусть b – наименьший общий знаменатель коэффициентов многочлена 
[image: image508.wmf]f

x
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 с рациональными коэффициентами, а – содержание многочлена 
[image: image509.wmf]bf
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 с целыми коэффициентами. Тогда 
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 где 
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 – примитивный многочлен с целыми коэффициентами. Отсюда 
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Доказательство теоремы единственности. Пусть 
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Отсюда 
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 так как ad – содержание многочлена 
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Оба представления совпали. Заметим, что в равенстве 
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 числа b и d положительны по построению. Докажем, что 
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 Из равенства 
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 по теореме Евклида следует, что а делится на с, т.е. 
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 следует, что d делится на b. Положительные числа d и b делятся друг на друга, значит они равны, 
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Упражнения и задачи

1) Доказать неприводимость над полем рациональных чисел многочленов:

а)
[image: image533.wmf]x
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 б)
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 е)
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2) Доказать, что многочлен, неприводимый над полем рациональных чисел, не может иметь кратных комплексных корней.

3) Доказать, что если многочлен с целыми коэффициентами приводим над полем рациональных чисел, то он может быть представлен в виде произведения двух многочленов меньшей степени с целыми коэффициентами.

(2.1.13 Формулы Кардано

Кубические уравнения можно решать с помощью формул Кардано.

В общем виде кубическое уравнение имеет вид:
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Это уравнение можно несколько упростить, разделив обе части на число 
[image: image540.wmf]a
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 т.е. можно считать, что 
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Замена 
[image: image543.wmf]y
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 позволяет избавиться от слагаемого второй степени и задача свелась к решению уравнения вида
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Пусть 
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 Тогда уравнение преобразуется к виду
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Введение двух новых переменных позволяет одной из них придавать то значение, которое нам выгодно, а другой – такое, при котором в сумме получим корень уравнения. Предположим, что 
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Перепишем ее в ином виде:
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Отсюда
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Итак,
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Существует по три таких кубических корня. Следовательно, надо подвергнуть испытанию девять пар чисел, из которых сумма в трех случаях даст корень уравнения. Пусть 
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 – первообразный корень третьей степени из 1. Тогда условию 
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Формула
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носит имя Кардано.

Упражнения и задачи

Решить уравнения:

1. 
[image: image558.wmf]x
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2. 
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3. 
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4. 
[image: image561.wmf]x

x

3

3

4

0

+

-

=

.


(2.1.14 Метод Феррари

Общее уравнение четвертой степени
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будем рассматривать при 
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 Подстановкой 
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Переписываем его в таком виде:


[image: image566.wmf]4
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Прибавляя к обеим частям одинаковые слагаемые 
[image: image567.wmf]4
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или


[image: image569.wmf](
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Если дискриминант квадратного трехчлена из первой части равен нулю, т.е.


[image: image570.wmf](
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то уравнение перепишется в виде:


[image: image571.wmf](
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И задача решения уравнения четвертой степени сводится к двум квадратным уравнениям:
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Этот способ решения принадлежит Феррари.

Норвежский математик Нильс Хенрик Абель доказал, что общее уравнение пятой степени и выше не разрешимо в радикалах. Французский математик Эварист Галуа разработал теорию, которая позволяет определять, разрешимо ли уравнение в радикалах или нет.

Упражнения и задачи

Решить уравнения:

1) 
[image: image573.wmf]x
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2) 
[image: image574.wmf]x

x

x

4

2

2

4

8

0

+

+

+

=

;


3) 
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4) 
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(2.1.15 Многочлены от нескольких переменных

Кольцо 
[image: image577.wmf][
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 обозначается через 
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 и называется кольцом многочленов от двух переменных 
[image: image579.wmf]x
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 над полем K. Индуктивно строится кольцо 
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 от п переменных. Многочлен от п переменных складывается из мономов – слагаемых вида
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Число 
[image: image584.wmf]a
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 называется степенью этого слагаемого. Наибольшая степень среди степеней слагаемых многочлена называется степенью этого многочлена. Слагаемое наивысшей степени называется старшим членом многочлена. Старших слагаемых в многочлене может быть много.

Если для двух мономов 
[image: image585.wmf]A
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 и 
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 выполнены условия 
[image: image587.wmf]a
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 то говорят, что А выше В. Если все слагаемые многочлена расположены так, что каждое предыдущее выше следующего, то это означает, что применена лексикографическая запись многочлена. Слагаемое, которое выше всех других слагаемых в своем многочлене, называется высшим членом многочлена. Высший член многочлена только один.

Теорема. Высший член произведения равен произведению высших членов сомножителей.

Доказательство: Пусть 
[image: image588.wmf]f
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 – произвольный член многочлена g,
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 – высший член h,
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Предположим, что 
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[image: image595.wmf]k
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 Сравним АС и BD. Для этих произведений
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т.е. АС выше BD. Аналогично доказывается, что АС выше AD и AC выше BС. ■

Упражнения и задачи

1) Записать в лексикографическом виде:

а) 
[image: image597.wmf]xy
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б) 
[image: image598.wmf](
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2) Найти высший член многочлена:

а) 
[image: image599.wmf](
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б) 
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3) Доказать, что многочлен принимает неотрицательные значения при любых действительных значениях переменных:

а) 
[image: image601.wmf]x
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б) 
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(2.1.16 Симметрические многочлены

Если для любых i и j имеем 
[image: image603.wmf](
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[image: image604.wmf]1
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[image: image605.wmf](
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 называется симметрической. Сумма, разность, произведение симметрических функций - вновь симметрическая функция. Функции
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[image: image609.wmf]s
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называются элементарными симметрическими.
Теорема. Симметрический многочлен с коэффициентами из поля K является многочленом от элементарных симметрических функций с коэффициентами из этого же поля.

Доказательство: Пусть 
[image: image610.wmf]A
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 – высший член симметрического многочлена 
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Действительно, если, например, 
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 есть в многочлене f в силу его симметричности и оно выше слагаемого А. Противоречие. Образуем новый симметрический многочлен:
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Это действительно многочлен, так как 
[image: image616.wmf]a
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 симметрический и высший член произведения равен
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т.е. высшие члены многочленов f и 
[image: image618.wmf]j
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 равны. Следовательно, высший член многочлена 
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 ниже высшего члена многочлена f. Повторим рассуждения для 
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Получим 
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Пример. Выразить через элементарные симметрические функции многочлен


[image: image623.wmf]f
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Решение: Высший член многочлена имеет показатели степеней переменных (2, 1, 0). Условие невозрастания показателей степеней переменных в слагаемых, высота которых ниже, возможно лишь при показателях (1, 1, 1). Тогда показатели степеней 
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 как следует из доказательства теоремы, (2-1, 1-0, 0) и (1-1, 1-1, 1), т.е. 
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 Для нахождения А и В составим систему:
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[image: image627.wmf]A
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Ответ: 
[image: image628.wmf]f
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Упражнения и задачи

1) Доказать, что симметрический многочлен над полем K представляется в виде многочлена над K от элементарных симметрических функций единственным образом.

2) Выразить через элементарные симметрические многочлены:

а) 
[image: image629.wmf](
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б) 
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в) 
[image: image631.wmf](
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3) Найти значение симметрического многочлена F от корней многочлена f:


[image: image632.wmf](
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4) Найти сумму четвертых степеней корней уравнения 
[image: image633.wmf]x
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(2.1.17 Поля отношений

Для ассоциативного коммутативного кольца А с 1 без делителей нуля рассмотрим пары элементов 
[image: image634.wmf](
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 В этой паре элемент а называется числителем, а b – знаменателем. Введем для них отношения равенства, операции сложения и умножения:
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)

(

,

)

(

,

)

;

a

b

c

d

ad

bc

=

Û

=

                     (1)


[image: image636.wmf](

,

)

(

,

)

(

,

);

a

b

c

d

ad

bc

bd

+

=

+

                        (2)
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Отношение равенства разбивает эти пары на классы равных пар. Докажем, что введенное действие сложения каждым двум классам таких пар ставит в соответствие третий класс. Действительно, пусть 
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[image: image640.wmf]cd
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 Тогда
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Аналогично доказывается, что 
[image: image645.wmf](
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Теорема. Классы равных пар относительно введенных действий сложения и умножения образуют поле.

Доказательство заключается в скрупулезной проверке всех аксиом поля. Это поле называется полем отношений кольца А. Например, поле рациональных чисел Q является полем отношений кольца целых чисел Z. ■

Нейтральным элементом относительно умножения в поле отношений является класс, в который входит элемент 
[image: image646.wmf](
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 Отождествив пару (а, 1) с элементом 
[image: image647.wmf]a

A

Î

,

 получим включение кольца А в его поле отношений. Обратным к классу пары 
[image: image648.wmf](
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 является класс пары 
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 Заметим, что 
[image: image650.wmf](
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 для любого ненулевого элемента с из кольца А. В частности, 
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(2.1.18 Поле рациональных функций

Поле отношений кольца многочленов 
[image: image652.wmf][
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 обозначается 
[image: image653.wmf]K
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 и называется полем рациональных функций. Его элементы называются рациональной дробью или рациональной функцией. Будем писать 
[image: image654.wmf]f
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 вместо 
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[image: image658.wmf]f

g

f

g

fg

gf

gg

+

=

+

1

1

1

1

1

;



[image: image659.wmf]f

g

f

g

ff

gg

×

=

1

1

1

1

;



[image: image660.wmf]f

g

g

f

f

g

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

¹

¹

-

1

0

0

,

,

.


Рациональная дробь называется правильной, если степень числителя меньше степени знаменателя. Дробь 
[image: image661.wmf]f

g

 называется несократимой, если НОД
[image: image662.wmf](
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 В дальнейшем рассматриваем несократимые дроби.

Теорема. Любую рациональную дробь можно представить в виде суммы многочлена и правильной рациональной дроби и притом единственным образом.

Доказательство: Возьмем любую рациональную дробь 
[image: image663.wmf]f
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. По теореме о делении с остатком 
[image: image664.wmf]f
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Теорема существования доказана. Единственность такого представления следует из той же теоремы о делении с остатком, по которой такая пара h и r единственна. ■

Теорема. Если 
[image: image666.wmf](
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 то правильную рациональную дробь 
[image: image667.wmf]f
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 можно представить в виде суммы двух правильных рациональных дробей 
[image: image668.wmf]f
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 и притом единственным образом.

Доказательство: По теореме о линейном представлении НОД из условия 
[image: image669.wmf](
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Отсюда
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Разделим 
[image: image674.wmf]fu
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 на h, тогда 
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[image: image676.wmf](
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Пусть 
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 Докажем, что 
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Теорема существования доказана. Предположим, что существует еще одно такое представление дроби
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Тогда 
[image: image685.wmf]f
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 Следовательно, 
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По теореме Евклида 
[image: image687.wmf]u
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 делится на h, а это возможно лишь, если 
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(2.1.19 Простейшие дроби

Пусть p – неприводимый многочлен, 
[image: image690.wmf]a

Î

N

.

 Рациональная дробь 
[image: image691.wmf]f

p
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 называется простейшей, если в ней степень числителя меньше степени неприводимого многочлена p.

Теорема. Любую правильную рациональную дробь можно представить в виде суммы простейших и притом единственным образом с точностью до порядка следования слагаемых.

Доказательство: Рассмотрим правильную рациональную дробь
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где 
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 – неприводимые многочлены, 
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 – натуральные числа. По теореме из предыдущего параграфа эту дробь можно представить и притом единственным образом в виде
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С помощью теоремы о делении с остатком каждый многочлен 
[image: image696.wmf]u

i

 расположим по степеням 
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Заметим, что из этой же теоремы следует единственность такого представления. Итак,
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Мы доказали, что дробь можно представить в виде суммы простейших и притом единственным образом. ■

Над полем комплексных чисел все простейшие дроби имеют вид 
[image: image700.wmf]c
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[image: image701.wmf]a
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 Над полем вещественных чисел все простейшие дроби имеют вид
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где 
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 т.е. многочлен 
[image: image705.wmf]x
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 неприводим над полем вещественных чисел.

Пример. Представить в виде суммы простейших над полем действительных чисел
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Решение: Применим метод неопределенных коэффициентов. Из доказательства теоремы видно, что в общем виде равенство выглядит так:
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Осталось определить А, В, С, D и Е.


[image: image708.wmf](
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Необходимо составить и решить систему пяти уравнений относительно неизвестных А, В, С, D, Е. Можно приравнять соответствующие коэффициенты при степенях 
[image: image709.wmf]x

i

.

 Можно, воспользовавшись тем, что равенство должно выполняться при всех значениях х, придавая переменной х различные значения, получать уравнения. На практике наиболее удобно сочетание этих двух путей нахождения уравнений.

Приравниваем коэффициенты
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Отсюда 
[image: image711.wmf]A
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Ответ: 
[image: image712.wmf](
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Упражнения и задачи

Представить в виде суммы простейших:

1) 
[image: image713.wmf](
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[image: image721.wmf]1
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Контрольная работа №3 по теме “Многочлены”

I вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image722.wmf]27
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на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image723.wmf]2
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3) Отделите кратные множители:


[image: image725.wmf]20
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image726.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image727.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image728.wmf]8
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image729.wmf]22
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по степеням 
[image: image730.wmf]2
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень i, простые корни 2 и 3.

9) Найдите коэффициент a так, чтобы многочлен 
[image: image731.wmf]1
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 имел –1 корнем не ниже второй кратности.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image732.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image733.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image734.wmf])
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II вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image735.wmf]27
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на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image738.wmf]80
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image739.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image740.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image741.wmf]54
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 определите кратность корня с=3.

7) Разложите многочлен 
[image: image742.wmf]3
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 по степеням 
[image: image743.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройной корень i, простые корни 2 и 3.

9) Найдите А и В так, чтобы трехчлен 
[image: image744.wmf]1
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[image: image745.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image746.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image747.wmf]2
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image748.wmf])
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III вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image749.wmf]1000
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на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image750.wmf]1
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[image: image751.wmf]2
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image752.wmf]20
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image753.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image754.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image755.wmf]1
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 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image756.wmf]5

2

)

1

2

(

3

5

-

-

-

+

ix

x

i

x

по степеням 
[image: image757.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройные корни i, 1+i простой корень 2+i.

9) Найдите А и В так, чтобы трехчлен 
[image: image758.wmf]1
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 делился на 
[image: image759.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image760.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image761.wmf]2
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image762.wmf])
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IV вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image763.wmf]1
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на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image764.wmf]7
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[image: image765.wmf]7
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image766.wmf]4
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image767.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image768.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image769.wmf]1
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 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image770.wmf]1
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[image: image771.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойные корни i, 1+i, простой корень 0.

9) Докажите, что многочлен 
[image: image772.wmf]1
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имеет число 1 тройным корнем.

10) Запишите в лексикографическом виде:


[image: image773.wmf]15

8

3

3

4

2

2

2

2

2

2

2

2

-

+

-

+

+

+

-

+

xy

y

x

y

x

y

x

xy

y

x

.

11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image774.wmf]5
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image775.wmf])

1

(

1

5

2

2

-

+

x

x

x

.

V вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image776.wmf]512
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на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image777.wmf]10
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[image: image778.wmf]2
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image779.wmf]20
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image780.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image781.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image782.wmf]1

2

12

14

5

2

3

4

-

+

+

+

x

x

x

x

 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image783.wmf]7

2

2

3

5

-

+

-

x

x

x
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[image: image784.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройные корни 1, 1+i, простой корень 2-i.
9) Докажите, что многочлен 
[image: image785.wmf]1
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 имеет число 1 тройным корнем.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image786.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image787.wmf])

2

)(

2

)(

2

(

2

1

3

3

1

2

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

-

-

-

-

-

-

.

12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image788.wmf])
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VI вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image789.wmf]8
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на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image790.wmf]5
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[image: image791.wmf]1
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image792.wmf]12
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image793.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image794.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image795.wmf]48
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 определите кратность корня с=2.

7) Разложите многочлен 
[image: image796.wmf]1
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по степеням 
[image: image797.wmf]4

-

x

.

8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень 1, двойной корень 3, простой корень 1-i.
9) Докажите, что многочлен 
[image: image798.wmf])
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 имеет число 1 тройным корнем.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image799.wmf]y
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:
[image: image800.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image801.wmf]3
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VII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image802.wmf]4
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x

на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image803.wmf]12
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[image: image804.wmf]12
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3) Отделите кратные множители:


[image: image805.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image806.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image807.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image808.wmf]8
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 определите кратность корня с=-2.

7) Разложите многочлен 
[image: image809.wmf]7
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[image: image810.wmf]3
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройной корень 2-i, двойной корень 1-i, простые корни 3 и 4+i.
9) Пусть 
[image: image811.wmf]1
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 – попарно различные действительные числа. Существует ли многочлен степени п, имеющий корни 
[image: image812.wmf]n
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[image: image813.wmf]1
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image814.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image815.wmf]2
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image816.wmf]1
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VIII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image817.wmf]1

27

27

3

4

+

+

+

x

x

x

на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image818.wmf]1
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3) Отделите кратные множители:


[image: image820.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image821.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image822.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image823.wmf]9
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image824.wmf]5
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по степеням 
[image: image825.wmf]3
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий корни 1, 2, 3, 1+i, 1-2i, 1-3i.
9) Число 
[image: image826.wmf]3
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[image: image827.wmf]2

6

2

3

4

+

+

+

+

x

bx

ax

x

. Найдите остальные корни этого многочлена, если известно, что a и b – рациональные числа.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image828.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image829.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image830.wmf]2
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IX вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image831.wmf]216
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:
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[image: image833.wmf]1
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image834.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image835.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image836.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image837.wmf]9
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 определите кратность корня с=3.

7) Разложите многочлен 
[image: image838.wmf]7
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по степеням 
[image: image839.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойной корень 1-4i, простые корни 1+i и 5.
9) Число 
[image: image840.wmf]2

1

+

 является корнем многочлена 
[image: image841.wmf]2
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. Найдите остальные корни этого многочлена, если известно, что a и b – рациональные числа.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image842.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image843.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image844.wmf])
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X вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image845.wmf]2
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image846.wmf]10
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[image: image847.wmf]12
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image848.wmf]1
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image849.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image850.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image851.wmf]1
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 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image852.wmf]3
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по степеням 
[image: image853.wmf]3
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойной корень 1, простые корни 1+i, 1+2i, 3.
9) Найдите общие корни многочленов: 
[image: image854.wmf]1
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[image: image855.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image856.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image857.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:
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XI вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image859.wmf]64
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image860.wmf]1
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[image: image861.wmf]1
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3) Отделите кратные множители:


[image: image862.wmf]1
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image863.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image864.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image865.wmf]1
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image866.wmf]9
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[image: image867.wmf]1
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройной корень 4-i, двойной корень 3-i, простые корни 1+i и 6.
9) Найдите общие корни многочленов: 
[image: image868.wmf]2
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[image: image869.wmf]4
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image870.wmf]5
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image871.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image872.wmf]2
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XII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image873.wmf]343

6

-

x

 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image874.wmf]2
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[image: image875.wmf]3
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image876.wmf]4
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image877.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image878.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image879.wmf]1
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 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image880.wmf]8
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[image: image881.wmf]2
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойной корень 3+i, простые корни 5-i и 2.
9) Многочлен 
[image: image882.wmf]12
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 имеет корни 
[image: image883.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image884.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image885.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image886.wmf])
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XIII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image887.wmf]125
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image888.wmf]31
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[image: image889.wmf]14
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3) Отделите кратные множители:


[image: image890.wmf]27
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image891.wmf]0

32

12

6

2

3

=

+

-

+

x

x

x

.

5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image892.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image893.wmf]1
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image894.wmf]1
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[image: image895.wmf]1
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройные корни 1+i и 2-i, двойной корень 3.
9) Вычислите сумму 
[image: image896.wmf]32
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 – корень многочлена 
[image: image898.wmf]1
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image899.wmf]8
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image900.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image901.wmf]5
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XIV вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image902.wmf]1
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image903.wmf]1
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[image: image904.wmf]9
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3) Отделите кратные множители:


[image: image905.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image906.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image907.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image908.wmf]8
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7) Разложите многочлен 
[image: image909.wmf]5
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[image: image910.wmf]1
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень 2, двойной корень 1+i, простой корень i.
9) Докажите, что при любых целых неотрицательных m, n, p многочлен 
[image: image911.wmf]2
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[image: image912.wmf]1

2

+

+

x

x

.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image913.wmf])
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image914.wmf]4
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image915.wmf]5
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XV вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image916.wmf]8
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image917.wmf]2
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image919.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image920.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image921.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image922.wmf]16
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7) Разложите многочлен 
[image: image923.wmf]90
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[image: image924.wmf]2
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень -2, двойной корень –1, простые корни 1+i и 3.
9) Докажите, что многочлен 
[image: image925.wmf]!
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 не имеет кратных корней, то есть не делится на 
[image: image926.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image927.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image928.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image929.wmf]1

4

2

-

x

x

.

XVI вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image930.wmf]75
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image931.wmf]2
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[image: image932.wmf]2
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3) Отделите кратные множители:


[image: image933.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image934.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image935.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image936.wmf]1
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image937.wmf]i
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 по степеням 
[image: image938.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройной корень 7-i, двойной корень 5-i, простые корни i и 2.
9) При каком условии 
[image: image939.wmf]1
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 делится на 
[image: image940.wmf]1
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image941.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image942.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image943.wmf]1
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XVII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image944.wmf]75
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image945.wmf]2
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[image: image946.wmf]2
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3) Отделите кратные множители: 


[image: image947.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image948.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image949.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image950.wmf]1
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image951.wmf]i
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 по степеням 
[image: image952.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройной корень 7-i, двойной корень 7-i, простые корни i и 2.

9) При каком условии 
[image: image953.wmf]1
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[image: image954.wmf]1
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image955.wmf])
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image956.wmf])
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image957.wmf])
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XVIII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image958.wmf]125
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image959.wmf]1
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 и 
[image: image960.wmf]2
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3) Отделите кратные множители:


[image: image961.wmf]20
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image962.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image963.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image964.wmf]11
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 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image965.wmf]i
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 по степеням 
[image: image966.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий двойной корень 6-i, простые корни 2+i, 3+2i, 1 и -1.

9) Найдите значения a и b, при которых 
[image: image967.wmf]4
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[image: image968.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image969.wmf])
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image970.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image971.wmf]1
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XIX вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image972.wmf]343
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image973.wmf]35
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[image: image974.wmf]25
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3) Отделите кратные множители:


[image: image975.wmf]20
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image976.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image977.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image978.wmf]48
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 определите кратность корня с=-2.

7) Разложите многочлен 
[image: image979.wmf]8
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по степеням 
[image: image980.wmf]1
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройные корни 2 и 5, двойной корень i. 

9) Найдите условие, при котором многочлен 
[image: image981.wmf]b
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 имеет двойной корень, отличный от нуля.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image982.wmf]2

3

6

5

2

2

-

+

+

-

+

y

x

xy

x

y

.

11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image983.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image984.wmf]2
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XX вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image985.wmf]1
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image986.wmf]4
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[image: image987.wmf]2
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3) Отделите кратные множители:


[image: image988.wmf]400
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image989.wmf]0

38

3

6

2

3

=

-

+

+

x

x

x

.

5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image990.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image991.wmf]8
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 определите кратность корня с=2.

7) Разложите многочлен 
[image: image992.wmf]7
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 по степеням 
[image: image993.wmf]3
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень 1+2i, двойной корень 5, простой корень 0.

9) Найдите условие, при котором многочлен 
[image: image994.wmf]c
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 имеет тройной корень, отличный от нуля.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image995.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image996.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image997.wmf]2
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XXI вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image998.wmf]1000
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image999.wmf]6
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[image: image1000.wmf]2
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1001.wmf]4
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1002.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1003.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1004.wmf]9

30

31

4

9

2

2

3

4

5

6

+

-

+

-

-

+

x

x

x

x

x

x

 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image1005.wmf]16
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[image: image1006.wmf]4
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройные корни 2+3i и 5, двойной корень 7-i, простой корень 0.

9) При каких значениях a, b, c многочлен 
[image: image1007.wmf]c
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[image: image1008.wmf]3
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10) Запишите в лексикографическом виде:
[image: image1009.wmf]y
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1010.wmf]2

4

2

3

2

4

2

2

2

3

2

2

2

4

2

1

2

3

2

1

2

2

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

+

+

+

+

+

.

12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image1011.wmf])
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XXII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1012.wmf]512
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1013.wmf]9
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[image: image1014.wmf]4
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1015.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1016.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1017.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1018.wmf]9
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 определите кратность корня с=-3.

7) Разложите многочлен 
[image: image1019.wmf]7
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[image: image1020.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень 0, двойной корень 2+i, простой корень i.
9) Докажите, что многочлен 
[image: image1021.wmf]1

)

1

(

)

1

2

2

(

2

1

2

2

2

-

-

+

+

-

+

-

+

+

x

x

n

x

n

n

x

n

n

n

n

 делится на 
[image: image1022.wmf]3
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1023.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1024.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image1025.wmf])
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XXIII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1026.wmf]1
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1027.wmf]3
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[image: image1028.wmf]1
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1029.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1030.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1031.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1032.wmf]1
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image1033.wmf]10
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[image: image1034.wmf]2
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень -2, двойной корень 2, простые корни 7i и 3.

9) При каких A и B многочлен 
[image: image1035.wmf]B
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 делится на 
[image: image1036.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1037.wmf]y
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image1038.wmf]5
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1039.wmf]1
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.

XXIV вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1040.wmf]216
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1041.wmf]9
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[image: image1042.wmf]8
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1043.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1044.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1045.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1046.wmf]1

2

4

2

2

3

4

5

6

+

+

-

-

-

+

x

x

x

x

x

x

 определите кратность корня с=1.

7) Разложите многочлен 
[image: image1047.wmf]1
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 по степеням 
[image: image1048.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с комплексными коэффициентами, имеющий тройные корни 2i и 3, двойной корень 5, простой корень 1+i.

9) Докажите, что многочлен 
[image: image1049.wmf]1
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 делится без остатка на 
[image: image1050.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1051.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1052.wmf]4
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1053.wmf]2
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XXV вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1054.wmf]1
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1055.wmf]3
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[image: image1056.wmf]2
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1057.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1058.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1059.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1060.wmf]8
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 определите кратность корня с=-2.

7) Разложите многочлен 
[image: image1061.wmf]1
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 по степеням 
[image: image1062.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойные корни 3 и 1+i, простые корни 3+2i и 2.

9) Убедитесь в том, что 
[image: image1063.wmf]i

+

1

 является корнем многочлена 
[image: image1064.wmf]2
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1065.wmf]4
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены: 
[image: image1066.wmf]6
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1067.wmf]2
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.

XXVI вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1068.wmf]64

6

+

x

на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1069.wmf]x
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[image: image1070.wmf]12
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1071.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1072.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1073.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1074.wmf]16
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 определите кратность корня с=2.

7) Разложите многочлен 
[image: image1075.wmf]1
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[image: image1076.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень 2, двойной корень 1+i, простой корень i.

9) Убедитесь, что 
[image: image1077.wmf]i
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 является корнем многочлена 
[image: image1078.wmf]10
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1079.wmf]7
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1080.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image1081.wmf])
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XXVII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1082.wmf]1
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1083.wmf]12
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[image: image1084.wmf]6
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1085.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1086.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1087.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1088.wmf]1
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image1089.wmf]i

ix

x

i

x

x

+

+

-

-

+

+

1

)

1

(

3

2

3

4

по степеням 
[image: image1090.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень 2+2i, простые корни 1+2i и 3.

9) Сколько существует многочленов 
[image: image1091.wmf]c
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 таких, что множество их корней есть {a, b,c}?

10) Запишите в лексикографическом виде:
[image: image1092.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1093.wmf]2
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1094.wmf]16
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XXVIII вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1095.wmf]1
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:


[image: image1096.wmf]6
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[image: image1097.wmf]3
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1098.wmf]8
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1099.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1100.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1101.wmf]8
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7) Разложите многочлен 
[image: image1102.wmf]90
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[image: image1103.wmf]2
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойные корни 1+2i, 2+3i, простой корень1.

9) Число 
[image: image1104.wmf]3
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10) Запишите в лексикографическом виде:
[image: image1106.wmf]2
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1107.wmf]4
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1108.wmf]1
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XXIX вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1109.wmf]27
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:
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[image: image1111.wmf]4
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1112.wmf]16
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1113.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1114.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1115.wmf]54
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 определите кратность корня с=-3.

7) Разложите многочлен 
[image: image1116.wmf]i
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[image: image1117.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойной корень 2, простые корни 1, -1, 2-i.
9) Число 
[image: image1118.wmf]i
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 является корнем многочлена 
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1120.wmf]4
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1121.wmf]3
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел:


[image: image1122.wmf]2
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XXX вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1123.wmf]1
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2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:
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[image: image1125.wmf]9
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3) Отделите кратные множители:


[image: image1126.wmf]24
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1127.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1128.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1129.wmf]8
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 определите кратность корня с=-1.

7) Разложите многочлен 
[image: image1130.wmf]1
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[image: image1131.wmf]1
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий тройной корень -1, простые корни 1+i, 2-i.

9) Убедитесь, что число 
[image: image1132.wmf]i
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 является корнем многочлена 
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10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1134.wmf]1
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1135.wmf]2
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1136.wmf]27
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XXXI вариант

1) Разложите многочлен 
[image: image1137.wmf]8
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 на множители.

2) Найдите наибольший общий делитель двух многочленов и его линейное представление:
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[image: image1139.wmf]4
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3) Отделите кратные множители:
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4) Решите уравнение 3 степени: 
[image: image1141.wmf]0
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5) Решите уравнение 4 степени: 
[image: image1142.wmf]0
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6) Для многочлена 
[image: image1143.wmf]108
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 определите кратность корня с=3.

7) Разложите многочлен 
[image: image1144.wmf]13
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 по степеням 
[image: image1145.wmf]i
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8) Найдите многочлен наименьшей степени с вещественными коэффициентами, имеющий двойной корень 1, простые корни 2, 3, 2+3i.
9) Убедитесь, что 
[image: image1146.wmf]5
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 – корень многочлена 
[image: image1147.wmf]16
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. Найдите остальные корни.

10) Запишите в лексикографическом виде: 
[image: image1148.wmf]3
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11) Выразите через элементарные симметрические многочлены:


[image: image1149.wmf]2
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12) Представьте в виде суммы простейших дробей над полем действительных чисел: 
[image: image1150.wmf]2
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