Глава 2.2. Матрицы и определители

(2.2.1. Сложение матриц и умножение матрицы на число

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел
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Можно рассматривать матрицы, элементами которых являются не только числа. Мы ограничиваемся здесь числовыми матрицами для простоты. Элементы матрицы зачитываются так: а один один, а один два и т.д. Как видим, элементы матриц располагаются по строчкам и столбцам. Если в матрице m строчек и n столбцов, то будем говорить, что матрица А имеет строение m x n. Если число строчек и столбцов равно одному и тому же числу n, то матрица называется квадратной порядка n. Матрица вида




называется матрицей-строчкой или просто строчкой. Матрица вида
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называется матрицей-столбцом или просто столбцом. Две матрицы А и В одного строения
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называются равными, если у них все соответствующие элементы равны, т.е. 


Возьмем две матрицы А и В одного строения. Матрица С, имеющая такое же строение, называется их суммой, если ее элементы равны суммам соответствующих элементов матриц А и В. Проще говоря, для того, чтобы сложить матрицы, надо сложить их соответствующие элементы 




Пример. 
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Тот факт, что складывать можно только матрицы одного строения, изобразим схематически


[image: image5.png]



Свойства сложения матриц:
1) А+В = В+А (закон коммутативности сложения),

2) (А+В)+С = А + (В+С) (закон ассоциативности сложения),

3) если 0 – нулевая матрица, все элементы которой равны нулю, того же строения, что и строение матрицы А, то А+0=А, 0 +А=А (существование нейтрального элемента относительно сложения).

Разностью В-А матриц В и А одинакового строения называется матрица С, которую надо прибавить к А, чтобы получить В:

А + С = В, С = В – А.

Разность 0–А обозначается -А, т.е. А + (-А) = О.

Матрица -А называется противоположной матрице А.
Из свойств ассоциативности сложения матриц следует, что имеет смысл сумма трех матриц А1 + А2 + А3 = (А1 + А2) + А3 и сумма любого конечного числа матриц одного строения А1 +...+ Аn = (А1 +...+Аn-1) +Аn.

Произведением матрицы А на число ( называется матрица, получающаяся из А умножением всех ее элементов на (.

При умножении матрицы на число получается матрица того же строения.
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Свойства умножения матрицы на число:

1) ((()А = (((А),

2) ((+()А = (А + (А,

3) ((А+В) = (А + (В,

4) 1А = А,

5) 0А = О,

6) (-1)А = -А.

Упражнения и задачи

1) Проверить сформулированные свойства на примерах. Доказать их.

2) Матрица АT называется транспонированной для матрицы А, если ее строчки – это столбцы матрицы А. Доказать, что

(А+В)T = АT +ВT , ((А)T = ((А)T.

(2.2.2 Умножение матриц

Произведением строчки на столбец называется сумма произведений соответствующих элементов
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Перемножать можно только строчку на столбец, если они имеют одно и то же число элементов.

Пусть даны две матрицы
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причем число столбцов матрицы А равно числу строчек матрицы В.

Произведением матрицы А на матрицу В называется матрица С, у которой на пересечении строчки i и столбца j находится произведение i-той строчки матрицы А на j-тый столбец матрицы В, т.е. 
[image: image9.wmf].
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Чтобы перемножить две матрицы надо каждую строчку матрицы А умножить на каждый столбец матрицы В. В этом заключается правило: строчка на столбец. Схематически это правило можно изобразить так


[image: image10.png]



Строения перемножаемых матриц связаны условием: число столбцов первого сомножителя равно числу строчек второго. Тогда число строчек произведения равно числу столбцов второго сомножителя. Изобразим это схематически:
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Пример.
[image: image12.wmf].
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Тогда 
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Свойства умножения матриц:
1) Умножение матриц некоммутативно, т.е. существуют матрицы, для которых АВ(ВА.

2) Если имеют смысл произведения матриц АВ и ВС, то также имеют смысл произведения (АВ)С и А(ВС) и (АВ)С = А(ВС) (закон ассоциативности умножения матриц).

3) Если имеют смысл АВ, ВС и АВ+АС, то имеет смысл и произведение А(В+С), причем А(В+С) = АВ +АС (закон дистрибутивности умножения матриц относительно сложения слева). Имеет место также и аналогичный закон справа.

4) ((АВ) = ((А)В, ((АВ) = А((В).

5) ЕmА = А, АЕn = А, где Еm и Еn – квадратные матрицы соответственно порядков m и n, у которых на главных диагоналях расположены единицы, а на остальных местах нули.

6) (АВ)Т = ВТАТ,

7) АkАl = Аk+l, где А0 = Е, А1 = А, А2 = АА, Аk = Аk-1А.

Упражнения и задачи

1) Доказать свойства умножения матриц.

2) Вычислить:
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3) 


Решить матричные уравнения АХ=В и УА=В.

Ответ: 


(2.2.3. Размещения, сочетания, перестановки

Рассмотрим некоторые понятия комбинаторики. Набор элементов, взятых из множества 

 и выписанных в строчку 

называется выборкой r элементов из n. Выборка называется упорядоченной, если порядок следования элементов в ее записи задан, т. е. две упорядоченные выборки, различающиеся лишь порядком следования элементов, считаются разными. Две неупорядоченные выборки считаются равными тогда и только тогда, когда состоят из одних и тех же элементов.

Размещением из n по r называется упорядоченная выборка объема r из n различных элементов. Например, все размещения из четырех элементов А,В,С и D по два:

AB, AC, AD, BA, BC, BD, CA, CB, CD, DA, DB, DC.

Число всех различных размещений из n по r обозначается 

.

Ясно, что 


Отсюда, 


Перестановкой n-ной степени называется размещение из n по n, т.е. иными словами любое взаимное расположение n элементов. Число всех различных перестановок n-ой степени обозначается через 

.

Тогда 


В новых обозначениях




Сочетанием из n по r называется неупорядоченная выборка объема r из n элементов, т.е. любое подмножество, состоящее из r элементов, взятых из множества, состоящего из n элементов. Число всех различных сочетаний из n по r обозначается через 

. Ясно, что 


Достаточно очевидно свойство симметрии: 
[image: image16.wmf]r
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 . Действительно, отбор r из n элементов равносилен выбору n-r элементов, которые не входят в число отобранных.
Теорема. 

 (формула Паскаля).

Доказательство. Все сочетания разобьем на два класса: класс сочетаний, не содержащих фиксированный элемент, и класс сочетаний, содержащих этот фиксированный элемент. В первом классе – 

 сочетаний (выбираем те же r из n-1 элементов), а во втором – 

 (добавляем к фиксированному элементу r-1 из n-1 элемента). В сумме эти два числа дают число всех сочетаний.

Методом полной математической индукции по n и r с помощью формулы Паскаля можно получить рабочую формулу для вычисления числа всех сочетаний
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Можно провести следующее рассуждение. Одно сочетание из n по r порождает r! размещений из n по r, а 

 сочетаний, соответственно, порождают 

 размещений. С другой стороны, все сочетания из n по r порождают все размещения из n по r, а их  

Отсюда,



 ■
Числа 

 называют биномиальными коэффициентами, так как они входят в качестве коэффициентов в слагаемые формулы бинома Ньютона
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Упражнения и задачи

1) Доказать формулы 


2) С помощью равенства:




доказать формулу бинома Ньютона.

3) Доказать формулы:




(2.2.4. Подстановки, инверсии, транспозиции

Числа i и j образуют в перестановке инверсию, если i > j, но i расположено раньше j. Если число инверсий в перестановке четно, то перестановка называется четной, в противном случае нечетной. Например, перестановка (4 7 1 5 3 6 2) четна, так как число инверсий в ней 12 четно. Для определения числа инверсий в перестановке следует выбрать порядок их подсчета. Проще всего подсчитывать сколько инверсий образует число с последующими числами перестановки:

Inv(4 7 1 5 3 6 2) = 3 + 5 + 0 + 2 + 1+ 1+ 0 = 12.

Операция транспозиции заключается в перемене местами двух элементов перестановки.

Теорема. Одна транспозиция меняет четность перестановки на противоположную.

Доказательство. Теорема очевидна, если операции транспозиция подвергнуты два соседних числа перестановки. Пусть теперь между числами i и j находится s чисел. Для того, чтобы число j оказалось на месте i, его следует поменять местами с соседними s+1 раз. А чтобы затем число i заняло место числа j его следует поменять местами с соседними s раз. Всего необходимо произвести операцию транспозиция над соседними числами s+1+s=2s+1 нечетное число раз. Следовательно, четность перестановки изменится на противоположную. ■

Взаимно однозначное отображение множества из n элементов на себя  называется подстановкой n-й степени. Подстановки принято записывать в следующем виде


[image: image19.wmf].
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Здесь мы работаем, как это часто делается в комбинаторике, не с самими элементами какого-либо множества, а с их номерами. В верхней строчке-числителе расположены элементы множества, а в нижней строчке-знаменателе расположены те элементы, в которые переходят соответствующие элементы числителя при отображении f, т.е. 
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 Конечно, элементы числителя могут быть расположены в ином порядке, чем естественный. Здесь подстановка записана в каноническом виде, когда порядок номеров в числителе естественный. И в числителе и в знаменателе подстановки стоят перестановки n-й степени. Если сумма инверсий в числителе и знаменателе четна, то подстановка называется четной, в противном случае нечетной. При любой замене местами столбцов подстановки ее четность не меняется. Для канонической записи подстановки




Множество всех подстановок n-й степени обозначается через 

. Число всех подстановок n-й степени равно n!. Введем на множестве S операцию умножения – композицию отображений. Пример умножения подстановок:




Теорема. Множество всех подстановок n-й степени образует группу относительно операции композиции отображений.

Для доказательства необходимо проверить выполнение всех аксиом группы. ■
Нейтральным элементом является тождественное отображение 


Обратным элементом для подстановки 

является подстановка




Упражнения и задачи

1) Найти число инверсий в перестановках (3 4 5 2 1), (7 1 8 5 3 2 4 6), (n, n-1,...,1).
2) Все перестановки, начиная с любой, расположить в таком порядке: каждая следующая получается из предыдущей с помощью одной транспозиции.

3) Выполнить умножение подстановок




(2.2.5. Определители

Определителем квадратной матрицы n-го порядка называется сумма n! слагаемых, каждое из которых представляет собой произведение элементов этой матрицы, взятых по одному из каждой строчки и из каждого столбца, помноженное на +1, если подстановка, образованная индексами элементов, входящих в произведение, четна и на -1, если нечетна.

Определитель матрицы А обозначается через 

 или det A, и если




то по определению
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где значок сокращенного суммирования берется по всем перестановкам 


Число можно рассматривать как определитель первого порядка. Определитель второго порядка можно вычислять по правилу:


[image: image22.png]



Существует несколько правил вычисления определителей третьего порядка.

Правило треугольника:




схематически изображается следующим образом


[image: image23.png]



Правило Саррюса заключается в том, что приписываем первую и вторую строчки снизу определителя.


[image: image24.png]



Проводим главную диагональ и две линии ей параллельные. Проводим побочную диагональ и две линии ей параллельные. Перемножаем числа, стоящие на каждой из трех первых линий, и домножаем каждое такое произведение на +1. Произведение чисел, стоящих на побочной диагонали или линии ей параллельной, домножаем на -1. Сумма полученных шести слагаемых и есть определитель третьего порядка.

Разложение по первой строчке.



Элементы 

 квадратной матрицы 

 образуют главную диагональ. Матрица, у которой все элементы, расположенные под главной диагональю, равны нулю, называется “треугольной”. Определитель треугольной матрицы равен произведению диагональных элементов. В самом деле, все произведения такого определителя равны нулю, так как содержат множитель ноль, кроме одного слагаемого
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Упражнения и задачи

1) Доказать формулу




2) С каким знаком входит в определитель произведение




3) Вычислить определители




(2.2.6. Свойства определителей

Свойство 1. При транспонировании матрицы ее определитель не меняется. Доказательство. Каждое слагаемое определителя транспонированной матрицы




равно соответственно слагаемому исходной матрицы А




Если слагаемые соответственно равны, то и их суммы равны, отсюда следует равенство 
[image: image26.wmf].
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Замечание. Свойство 1 означает, что с точки зрения вычисления определителей строчки и столбцы квадратной матрицы равноправны, т.е. свойство определителей, доказанное для строчек, выполняется и для столбцов. Это позволяет формулировать свойства как для строчек, так и для столбцов, ограничиваясь доказательствами, скажем, для строчек.

Свойство 2. Если в определителе поменять местами две строчки (столбца), то знак определителя изменится на противоположный.

Доказательство. В квадратной матрице А поменяем местами строчки j и k. Для слагаемого определителя преобразованной матрицы 

 имеем




Просуммировав левые и правые части таких равенств соответственно, мы и получим, что




Свойство 3. Если квадратная матрица имеет две одинаковые строчки (столбца), то ее определитель равен нулю.

Доказательство. Поменяв местами эти две равные строчки матрицы А, мы получим матрицу В, которая ничем не отличается от матрицы А, поэтому 

. С другой стороны, по предыдущему свойству 

.

Следовательно, 


Свойство 4. Если все элементы строчки (столбца) квадратной матрицы равны нулю, то ее определитель равен нулю.

Доказательство. В каждое произведение элементов матрицы, взятых по одному из каждой строчки и каждого столбца, входит элемент из этой строчки, т.е. ноль, поэтому все слагаемые определителя равны нулю; их сумма тоже равна нулю.

Свойство 5. Если все элементы строчки (столбца) квадратной матрицы умножить на число, то и определитель матрицы домножится на это число.

Доказательство. Каждое слагаемое определителя матрицы А домножается на это число (, так как в него обязательно входит в качестве множителя элемент выбранной строчки. Следовательно, и вся сумма домножается на (.

Замечание. Свойство 5 при вычислении определителей удобно использовать и в такой переформулировке:

Постоянный множитель строчки (столбца) определителя выносится за знак определителя.

Если найдется такое число ( ( 0, что каждый элемент одной строчки получается домножением на ( соответствующего элемента другой строчки (столбца), то такие строчки (столбцы) называются пропорциональными с коэффициентом пропорциональности (.
Свойство 6. Если две строчки (столбца) квадратной матрицы пропорциональны, то ее определитель равен нулю.

Доказательство. Вынесем за знак определителя коэффициент пропорциональности (. Получим определитель матрицы с двумя равными строчками (столбцами). По свойству 3 такой определитель равен нулю.

Свойство 7. Если каждый элемент строчки квадратной матрицы представить в виде суммы двух чисел, то определитель этой матрицы равен сумме двух определителей матриц, у которых все строчки те же, что и у исходной матрицы, кроме выделенной. На месте выделенной строчки в первой матрице располагается строчка из первых слагаемых, а во второй – строчка из вторых слагаемых.

Для доказательства достаточно заметить, что




Ясно, что аналогичное свойство верно и для столбцов.

Будем понимать под линейной комбинацией строчек. 

 и 

 с коэффициентами 

 строчку




Свойство 8. Если к строчке (столбцу) квадратной матрицы прибавить линейную комбинацию остальных строчек (столбцов), то ее определитель не изменится.

Доказательство. Определитель преобразованной матрицы можно представить в виде суммы определителей, один из которых есть определитель исходной матрицы, а остальные – определители матриц, имеющих пропорциональные строчки (равные нулю по свойству 6).
Свойство 9. Если строчка (столбец) квадратной матрицы есть линейная комбинация остальных строчек (столбцов), то ее определитель равен нулю.

Доказательство. Определитель равен сумме определителей матриц с пропорциональными строчками, каждый из которых равен нулю.

Пример. Вычислить определитель



Решение. Вычитая из второй строчки первую, домноженную на 2, из третьей первую же, домноженную на 3, из четвертой первую, домноженную на 4, получим определитель треугольной матрицы:




Определитель Ван-дер-Монда 


вычислим с помощью сформулированных основных свойств. Вычитаем из каждой строчки, начиная с последней, предыдущую, домноженную на 

:




Получили рекуррентную формулу 


Применяя последовательно эту формулу для 

, получим ответ:




Упражнения и задачи

1) Каждый элемент квадратной матрицы порядка n умножили на число (. Как изменится определитель?

2) Квадратная матрица называется кососимметрической, если ее элементы симметричные относительно главной диагонали, отличаются знаком, т. е. 

 для всех i и j. Доказать, что определитель кососимметрической матрицы нечетного порядка равен нулю.

3) Числа 20604, 53227, 25755, 20927 и 78421 делятся на 17. Доказать, что определитель




также делится на 17.

4) Вычислить определители




(2.2.7 Миноры и алгебраические дополнения. Теорема Лапласа

Вычеркнем в матрице k строчек и k столбцов. Определитель матрицы, составленный из элементов, стоящих на пересечении вычеркнутых строчек и столбцов, называется минором k-го порядка:



где 

 – номера вычеркнутых строчек,



 – номера вычеркнутых столбцов.

Возьмем квадратную матрицу n-го порядка. Вычеркнем k строчек и k столбцов и, не нарушая порядка, сдвинем оставшиеся элементы. Определитель М полученной матрицы (n – k) – го порядка называется дополнительным минором. Пусть 

 – сумма номеров вычеркнутых строчек и столбцов. Тогда произведение дополнительного минора на 

 называется алгебраическим дополнением минора М 


Теорема. Произведение слагаемого минора на слагаемое его алгебраического дополнения есть слагаемое определителя исходной матрицы.

Доказательство. Предположим вначале, что минор взят в левом верхнем углу
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Произведение слагаемого минора на слагаемое его алгебраического дополнения имеет вид:


[image: image28.wmf](
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Последнее произведение и есть слагаемое определителя исходной матрицы




Пусть теперь 

 – номера вычеркнутых строчек, а 

 – номера вычеркнутых столбцов. Переместим строчку i1 на первое место, переставляя ее последовательно с соседней строчкой 

, строчку i2 на второе место, переставляя ее последовательно с соседней строчкой 

раза и т.д. Переместим столбец j1 на первое место, столбец j2 на второе место и т.д. Пусть d – определитель исходной матрицы, а d1 – определитель преобразованной матрицы. Тогда




В определителе d1 выбранный минор оказался в левом верхнем углу и по доказанному при рассмотрении первого случая произведение с слагаемого a этого минора на слагаемое b его алгебраического дополнения есть слагаемое определителя d1: c= ab. А из равенства 

 следует, что произведение слагаемого a минора на слагаемое 

его алгебраического дополнения есть слагаемое определителя d. ■
Теорема Лапласа. Сумма произведений всех миноров k-го порядка, стоящих на фиксированных k строчках, на их алгебраические дополнения равна определителю исходной матрицы.

Доказательство. В миноре  k-го порядка k! разных слагаемых, а в его алгебраическом дополнении ( n-k)! разных слагаемых. Перемножая минор и его алгебраическое дополнение, мы получим k!( n-k) разных слагаемых определителя. А для всех 

миноров k-го порядка, стоящих на фиксированных k строчках, получим 

 разных слагаемых исходного определителя, т.е. сам определитель.

Ясно, что аналогичное утверждение верно и для столбцов. ■

Следствие 1. Сумма произведений всех элементов строчки (столбца) на их алгебраические дополнения равна определителю




Доказательство. Сформулирован частный случай теоремы Лапласа при k = 1 – разложение определителя по строчке (столбцу).

Следствие 2. Сумма произведений всех элементов строчки (столбца) на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой строчки (столбца) равна определителю




Доказательство. Рассмотрим квадратную матрицу, имеющую две одинаковые строчки i и j, на месте строчки i находится строчка j. Ее определитель равен нулю. Разложив определитель по строчке i, получим сформулированное равенство.

Матрица, составленная из блоков А, В, нулевого и произвольного


[image: image29.png]



где А и В – квадратные матрицы, называется, ступенчатой.

Теорема (об определителе ступенчатой матрицы)




Доказательство. Зафиксируем n строчек, на которых расположена матрица А. Все миноры  n-го порядка, стоящие на этих строчках, содержат столбец из нулей и поэтому равны нулю, кроме одного, равного определителю матрицы А. Алгебраическое дополнение этого минора равно определителю матрицы В. По теореме Лапласа 

 ■

Теорема. Определитель произведения квадратных матриц равен произведению их определителей.

Доказательство. Рассмотрим ступенчатую матрицу


[image: image30.png]



По теореме Лапласа 

 Определитель этой же матрицы F, пользуясь свойствами определителей, можно преобразовать к виду




(прибавляя к первой строчке (n+1)-ю, домноженную на a11 , (n+2)-ю, домноженную на a12 и т.д.). Отсюда вновь по теореме Лапласа



 ■

Упражнения и задачи

1) В определителе порядка n найти число всех миноров порядка k.
2) Минор, стоящий на пересечении k строчек и k столбцов, имеющих одинаковые номера, называется главным минором порядка k. Найти число главных миноров порядка k в определителе порядка n.
3) Показать, что разложение Лапласа определителя порядка n по k строчкам совпадает с его разложением по остальным n-k строчкам.

4) Доказать, что если в определителе все миноры порядка k равны нулю, то и все миноры порядка выше k тоже равны нулю.

(2.2.8. Обратная матрица

Определение. Обратной для квадратной матрицы А называется матрица В, если

АВ = Е,  ВА = Е.

Если выполнено только первое условие, то естественно назвать матрицу В правой обратной для А. Если выполнено только второе условие, то матрица В называется левой обратной. Мы потребовали выполнения двух условий одновременно, хотя можно доказать, что для матрицы либо обратной вообще нет, либо она только одна (и притом двусторонняя).

Матрица называется невырожденной, если ее определитель отличен от нуля. Из того, что определитель произведения матриц равен произведению определителей следует: если существует обратная для матрицы А, то матрица А невырожденная.

Алгоритм вычисления обратной матрицы. Пусть А – квадратная матрица n-го порядка




1. Вычисляем определитель d матрицы А. Если d = 0, то матрица А вырожденная и для нее обратной нет.

2. Если  d ( 0, то вычисляем алгебраические дополнения 

элементов 

 матрицы А. Получим матрицу:




3. Транспонируем эту матрицу. Матрица




называется присоединенной или взаимной для матрицы А.

4. Домножим матрицу А на величину 1/d. Матрица 

 и есть обратная для А, т. е. 


Для доказательства этого достаточно проверить, что 





Аналогично проверяется, что 

. Итак, для всякой невырожденной матрицы существует обратная (и наоборот, как было отмечено раньше). Равенство 

 в дальнейшем будет также востребовано.

Формула для вычисления обратной матрицы


[image: image31.wmf].
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Пример. Вычислить обратную для матрицы 


Решение.






 Ответ: 


Пример. Вычислить обратную для матрицы 


Решение. 
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Упражнения и задачи

1) Вычислить обратную для матрицы 


2) Доказать, что невырожденные матрицы одного порядка образуют мультипликативную группу.
3) Доказать, что матрицы вида 

 образуют мультипликативную абелеву группу, где ( – любое действительное число.

4) Доказать, что матрицы вида 

 образуют поле по отношению к обычным операциям сложения и умножения матриц, a, b – действительные числа.

(2.2.9. Теорема Гамильтона-Кэли

Рассмотрим для квадратной матрицы А порядка n матрицу А-(Е. Ее определитель ((() = |А-(Е| – это многочлен степени n от переменной (,




Значения некоторых коэффициентов довольно легко указать сразу же. Скажем, 

(последнее равенство получим, положив ( равным нулю).

((() называется характеристическим многочленом матрицы А, а уравнение ((() = 0 называется характеристическим уравнением для матрицы А.
Пусть 

 – некоторый многочлен. Выражение




после выполнения соответствующих операций над матрицами приводится к виду квадратной матрицы n-го порядка. Если f(A) = О, то матрица А – корень матричного уравнения f(() = О.

Матрицы можно рассматривать с числами в качестве элементов, а также с многочленами или с векторами. Полиномиальной матрицей называется матрица, элементы которой – многочлены. Полиномиальную матрицу, элементы которой – многочлены от переменной (, можно представить в виде многочлена от переменной ( с числовыми матрицами в качестве коэффициентов. Например,




Коэффициентами являются числовые матрицы того же порядка, что и исходная полиномиальная матрица.

Теорема. Квадратная матрица есть корень своего характеристического уравнения.

Доказательство. Рассмотрим полиномиальную матрицу А – (Е. Элементами взаимной матрицы 

являются миноры порядка n-1 матрицы А – (Е, т. е. многочлены от ( степеней не выше n-1. Таким образом




где 

 – числовые матрицы порядка n; 


Характеристический многочлен – это многочлен степени n




Взаимная матрица В обладает свойством  (А- (Е) В = ( (() Е, т.е.




Два многочлена равны тогда и только тогда, когда их соответствующие коэффициенты равны. Приравнивая коэффициенты, получим




Домножив эти равенства слева соответственно на  

и сложив полученные матричные равенства получим слева нулевую матрицу, а справа матрицу ((А). ■

(2.2.10 Вычисление определителей

Пример 1.




Решение. 

. При n > 1 строчки пропорциональны, поэтому определитель равен нулю. Ответ: 

при n = 1; 0 при n > 1.

Пример 2.




Решение. 

 . Пусть n > 2. Вычтем первую строчку из каждой. Получим определитель с пропорциональными строчками, а он равен нулю. Ответ: 1 при n = 1; -2 при n = 2; 0 при n > 2.
В дальнейшем, как правило, будем предполагать без оговорок, что порядок определителя больше 1. Во всяком случае будем выявлять общую закономерность построения матрицы и алгоритм вычисления указывать для этой закономерности, не отвлекаясь на несущественные частные случаи.

Пример 3.




Решение. Разложим определитель по элементам первой строчки
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Пример 4.




Решение. Прибавим ко второму столбцу первый, домноженный на х, затем к третьему новый второй, домноженный на х и т.д. Получим
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Пример 5.




Решение. Ко второй строчке прибавим первую, домноженную на x, к третьей новую вторую, домноженную на х и т. д.
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Пример 6.



Решение. К каждой строчке прибавим первую, домноженную на х. Получим определитель матрицы, у которой под главной диагональю расположены только нули.

Ответ: 


Пример 7.




Решение. Прибавим все столбцы к первому. Получим под главной диагональю одни нули.

Ответ: 
[image: image36.wmf]1
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Пример 8.
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Решение. Вычтем из первой строчки вторую, из второй третью и т.д. Затем представим элементы последней строчки в виде сумм двух слагаемых 0+1 0+1 ... 0+1 (n-1)+1
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В первом определителе под главной диагональю находятся одни нули и он равен произведению диагональных элементов. Во втором определителе прибавим последнюю строчку к каждой и получим одни нули над главной диагональю
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Пример 9.
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Решение. Элементы первого столбца представим в виде сумм двух слагаемых (+( 1+1 0+0 ... 0+0. Тогда
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Пример 10.
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Решение. Разложив определитель по первому столбцу, получим
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а разложив по последнему столбцу, получим
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Отсюда:
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Ответ: 
[image: image46.wmf]y
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Пример 11.
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Решение.
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Ответ: 
[image: image49.wmf](
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Пример 12.
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Решение. Вычтем из каждой строчки первую, домноженную на номер этой строки.
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[image: image52.wmf].
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Прибавим к первому столбцу каждый столбец, домноженный на его номер. Под главной диагональю оказались одни нули.

Ответ: 
[image: image53.wmf].
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Пример 13.
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Решение. Разложив по первой строчке, получим рекуррентное соотношение 
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1

2

-

-

D

-

D

=

D

n

n

n

. Заметим, что 
[image: image56.wmf]4

,

3

,

2

3

2

1

=

D

=

D

=

D

. Возникает гипотеза, что 
[image: image57.wmf]1

+

=

D

n

n

. Методом полной математической индукции по n докажем это. База индукции есть 
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 Предположим, что для определителей порядка меньше n утверждение верно, т.е. 
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 Подставив эти значения в рекуррентное соотношение, получим 
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Замечание. Иногда задачу вычисления определителя считают выполненной, получив рекуррентное соотношение, т.е. выразив 
[image: image61.wmf]n

D

через 
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Ведь предварительно вычислив несколько первых значений 
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 с помощью рекуррентного соотношения можно вычислить 
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 для любого конкретного значения n. Если 
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Пусть 
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)

b

ax

x

x

f

-

-

=

2

 – характеристический многочлен рекуррентного уравнения
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Функция 
[image: image68.wmf]n
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 является решением уравнения (1) тогда и только тогда, когда 
[image: image69.wmf]a

 – корень f(x).

Функция 
[image: image70.wmf]n
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 является решением уравнения (1) тогда и только тогда, когда 
[image: image71.wmf]a

 – двойной корень f(x).

Если f(x) имеет различные корни 
[image: image72.wmf]1
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 и 
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, то всякое решение уравнения (1) имеет вид 
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Если f(x) имеет двойной корень 
[image: image75.wmf]a

, то всякое решение уравнения (1) имеет вид
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Пример 14.
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Решение. 
[image: image78.wmf]2
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. Характеристический многочлен 
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Ответ: 
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Пример 15.
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Решение. 
[image: image85.wmf](
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. При n > 2 представим определитель в виде суммы двух определителей, которые различаются только последними столбцами
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Ответ: 
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Пример 16.
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Решение. Вычтем из первой строчки вторую, из третьей новую вторую и т.д. Получим определитель Ван-дер-Монда.

Ответ: 
[image: image90.wmf](
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Пример 17.
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Решение. Припишем строчку и столбец к определителю так, чтобы его значение не изменилось
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Ответ: 
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Пример 18.
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Решение. 
[image: image95.wmf].
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Получили рекуррентные соотношения
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Складывая, соответственно, левые и правые части равенств, получим ответ:


[image: image98.wmf].
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(2.2.11. Ранг матрицы

Если в матрице все миноры какого-либо порядка r равны нулю, то и все её миноры более высокого порядка равны нулю. Следовательно, в ненулевой матрице существует минор наивысшего порядка, отличный от нуля.

Ранг матрицы – наивысший порядок отличного от нуля минора.

Находить ранг матрицы можно, пользуясь определением. Чаще всего для определения ранга применяются элементарные преобразования матриц. Их четыре:

1) Умножение строчки матрицы на число, отличное от нуля.

2) Прибавление к строчке другой, домноженной на число.

3) Умножение столбца матрицы на число, отличное от нуля.

4) Прибавление к столбцу матрицы другого, домноженного на число.

Теорема. С помощью элементарных преобразований в матрице можно поменять местами две строчки (столбца).

Доказательство. 
[image: image99.wmf]÷
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Замечание. Удобно при решении примеров перемену местами строчек и перемену местами столбцов называть пятым и шестым элементарными преобразованиями, хотя по структуре они вовсе не элементарные. Иногда седьмым и восьмым элементарными преобразованиями называют приписывание строчки или столбца из нулей, при которых, очевидно, ранг не меняется.

Если от матрицы А к матрице В можно перейти с помощью цепочки элементарных преобразований, то будем называть матрицу В эквивалентной матрице А и обозначать это так: В(А.

Легко видеть, что каждое элементарное преобразование обратимо, т.е. если от матрицы А к матрице В можно перейти с помощью элементарных преобразований, то и от матрицы В к матрице А тоже можно перейти с помощью элементарных преобразований. Значит, если В ( А, то А ( В; матрицы А и В эквивалентны друг другу.

Теорема. При элементарных преобразованиях ранг матрицы не меняется.

Доказательство. При переходе от матрицы А к матрице В с помощью первого и третьего элементарных преобразований все миноры, отличные от нуля в матрице А, остались отличными от нуля и в матрице В. Все миноры, равные нулю в матрице А, остались равными нулю и в матрице В. Таким образом, первое и третье элементарные преобразования не меняют ранг матрицы.

Пусть матрица В получена из матрицы А прибавлением к её строчке i другой строчки j, домноженной на число 
[image: image100.wmf]0
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. Все миноры, не затрагивающие строчку i в матрице остались равными нулю или отличными от нуля, т.е. такими же какими были в матрице А. Минор же, затрагивающий строчку i в матрице В, представим в виде суммы М=М1+(М2, которая может оказаться равной нулю, несмотря на то, что миноры М1 и М2 матрицы А отличны от нуля. Таким образом, 
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 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf]rA

rB
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. В силу обратимости элементарных преобразований отсюда следует, что 
[image: image103.wmf]rB
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, т.е. 
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Аналогично утверждение доказывается и для четвертого элементарного преобразования. ■

Пример. Найти ранг матрицы 
[image: image105.wmf]÷
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Вычтем из каждой строчки последнюю, домноженную соответственно на 2, 3 и 4:
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Вычтем из второго столбца первый, домноженный на 8, из третьего первый, домноженный на 2, и прибавим к последнему столбцу первый, домноженный на 2. Получим:
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Полезное наблюдение: если с помощью элементарных преобразований получили нули в столбце или строчке, кроме одного элемента, то в столбце или, соответственно, строчке этого элемента все остальные элементы можно заменить на нули.

Упростим полученную матрицу. Для этого домножим элементы второго и третьего столбцов на -1, а последнего на 
[image: image108.wmf]5

1

 (вынесли общий множитель элементов столбца): 
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С помощью единицы из первой строчки получим нули в последнем столбце:
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а затем и в первой строчке
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Из третьей строчки вычтем вторую:
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Вынесем общий множитель -9 из третьей строчки, -4 из второго столбца, -9 из третьего столбца:
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Из второго столбца вычтем третий.
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Получили матрицу, в которой никакие элементарные преобразования не увеличивают число нулей. В ней отличен от нуля минор наивысшего порядка 4. Ранг последней матрицы равен 4. А так как ранги эквивалентных матриц равны, то и ранг исходной матрицы равен 4.

Пример. Найти ранг матрицы: 
[image: image115.wmf]÷
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Ответ: 3.

Упражнения и задачи

1) Доказать свойства эквивалентных матриц: А ( А (рефлексивность); В ( А ( А ( В (симметричность); А ( В, В ( С ( А ( С (транзитивность).

2) Доказать, что элементарные преобразования квадратной матрицы А равносильно умножению справа и слева на матрицы на матрицы того же порядка
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у которых на главной диагонали расположены 1 (в первой из них ещё и (), а на остальных местах во второй и третьей – нули, кроме одного элемента (.

3) Доказать, что при транспонировании матрицы ее ранг не меняется.

4) Доказать, что ранг матрицы не изменится, если к ней приписать строчку или столбец из нулей. Как изменится ранг матрицы, если к ней приписать столбец или строчку?

5) Найти ранг матрицы:

а)
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6) Найти ранг матрицы при различных параметрах (
а)
[image: image125.wmf]÷
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7) Доказать, что ранг суммы матриц не превосходит суммы рангов этих матриц.

8) Доказать, что ранг произведения матриц не превосходит ранга каждой из матриц – сомножителей.

9) Доказать, что с помощью элементарных преобразований матрицу ранга r можно привести к виду, где 
[image: image127.wmf]1
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10) Доказать, что с помощью элементарных преобразований одних строчек квадратную матрицу можно привести к “треугольному” виду, где все элементы по одну сторону от главной диагонали равны нулю.

Контрольная работа №5 по теме “Матрицы и определители”

I вариант
1) Входит ли в определитель соответствующего порядка произведение и, если входит, то с каким знаком: а) 
[image: image128.wmf]42
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image131.wmf]6
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Пусть Х – матрица второго порядка. Решите уравнение: 
[image: image137.wmf]X
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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II вариант
1) Входит ли в определитель соответствующего порядка произведение и, если входит, то с каким знаком: а)
[image: image142.wmf]62
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image145.wmf]7
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б)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:


[image: image150.wmf]5
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7) Пусть 
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение: 
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III вариант

1) Входит ли в определитель соответствующего порядка произведение и, если входит, то с каким знаком: а)
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image162.wmf]6
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:


[image: image164.wmf]0

0

0

0

6

5

0

0

0

0

4

3

0

0

1

1

2

3

0

0

6

7

8

9

2

2

1

1

2

3

4

5

6

7

8

9

-

-

-

-

-

-

.

5) Вычислите определители:

а)
[image: image165.wmf]1
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей 
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение: 
[image: image172.wmf]÷
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IV вариант

1) Входит ли в определитель соответствующего порядка произведение и, если входит, то с каким знаком: а)
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image176.wmf]7
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б) 
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:


[image: image178.wmf]0

1

0

1

0

4

2

12

1

10

4

8

0

1

0

1

0

1

5

11

1

9

4

7

0

4

0

3

0

1

2

9

1

7

3

2

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

.

5) Вычислите определители:

а)
[image: image179.wmf]1

...

2

1

...

...

...

...

...

2

...

5

4

3

1

...

4

3

2

...

3

2

1

-

n

n

n


б)
[image: image180.wmf]a

a

a

a

b

n

a

b

a

a

n

...

0

0

...

...

...

...

0

...

0

0

...

]

)

1

(

[

)

1

(

...

)

(

1

-

+

-

+

-

-

.

6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Пусть Х – матрица второго порядка. Решите уравнение: 
[image: image182.wmf]0
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение: 
[image: image186.wmf]÷
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V вариант

1) Входит ли в определитель соответствующего порядка произведение и, если входит, то с каким знаком: а)
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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б) 
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
[image: image193.wmf]h
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б)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:


[image: image195.wmf]n
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7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей 
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение: 
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÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

×

8

7

10

7

2

10

0

3

1

0

1

2

4

2

3

3

2

1

X

.

VI вариант

1) Подберите k и l так, чтобы перестановка (6, 3, 4, k, 7, l, 2, 1) была нечетной.

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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б) 
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Вычислите 
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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VII вариант

1) Подберите k и l так, чтобы перестановка (4, 8, k, 2, 5, l, 1, 7) была четной.

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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б)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Вычислите 
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(

A

f

, где 
[image: image222.wmf]x

x

x

-

+

=

1

1

)

(

f

; 
[image: image223.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

2

2

1

A

.

8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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VIII вариант

1) Подберите k и l так, чтобы перестановка (k, 3, 4, 7, l, 2, 6, 5) была четной

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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б)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Пусть Х – матрица второго порядка. Решите уравнение 
[image: image235.wmf]E
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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IX вариант

1) Подберите k и l так, чтобы перестановка (7, 4, 3, k, l, 8, 5, 2) была нечетной.

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Как изменится произведение АВ матриц А и В, если переставить 
[image: image247.wmf]i
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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X вариант

1) Как изменится определитель порядка n, если первый столбец переставить на последнее место, а остальные столбцы передвинуть влево, сохраняя их расположение?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите матрицы, перестановочные с матрицей
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8) Вычислите:

9) а)
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10) Решите матричное уравнение:
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XI вариант

1) Как изменится определитель n-го порядка, если к каждой строке, начиная со второй, прибавить предыдущую, а к первой строке прибавить последнюю?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:


[image: image267.wmf]9

3

2

1

1

10

2

8

4

5

1

0

6

0

0

6

7

3

9

1

2

0

11

0

0

-

-

-

.

5) Вычислите определители:

а)
[image: image268.wmf]1
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:


[image: image270.wmf]a

y

y

y

x

a

y

y

x

x

a

y

x

x

x

a

...

...

...

...

...

...

...

...

...

.

7) Найдите 
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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XII вариант

1) Как изменится определитель n-го порядка, если к каждой строке, начиная со второй, прибавить предыдущую?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все вещественные матрицы второго порядка, кубы которых равны единичной матрице.

8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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XIII вариант

1) Как изменится определитель порядка n, если первый столбец переставить на последнее место, а остальные столбцы передвинуть влево, сохраняя их расположение?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите матрицы, перестановочные с матрицей
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8) Вычислите:

9) а)
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10) Решите матричное уравнение:
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XIV вариант

1) Выберите значения  i и k так, чтобы произведение 
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 входило в определитель 6-го порядка со знаком «минус».

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите 
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8) Вычислите:

9) а)
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10) Решите матричное уравнение:
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XV вариант

1) Как изменится определитель n-го порядка, если его строки записать в обратном порядке?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image317.wmf]6
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Докажите. Что каждая матрица А второго порядка 
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8) Вычислите:

а) 
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9) Решите матричное уравнение: 
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XVI вариант

1) Как изменится определитель n-го порядка, если i-ую строку переставить на последнее место, а (i+1)-ю и все последующие строки передвинуть вверх, сохраняя их расположение?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image330.wmf]3
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы второго порядка, кубы которых равны нулевой матрице.

8) Вычислите:

9) а) 
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10) Решите матричное уравнение:
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XVII вариант

1) Как изменится определитель n-го порядка, если каждый его элемент заменить сопряженным числом?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей 
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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XVIII вариант

1) Как изменится определитель n-го порядка, если каждый его элемент умножить на -1?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image353.wmf]2
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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б)
[image: image357.wmf]1

2

1

...

3

2

1

3

2

...

3

2

1

...

...

...

...

...

...

1

...

5

2

1

1

...

3

3

1

1

...

3

2

1

-

-

-

-

-

-

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

.

6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Докажите, что равенство АВ-ВА=Е не выполняется ни для каких матриц А и В.

8) Вычислите:

а)
[image: image359.wmf]5
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9) Решите матричное уравнение:
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XIX вариант

1) С каким знаком входит в определитель n-го порядка а) произведение элементов главной диагонали; б) побочной диагонали?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а) 
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Как изменится произведение АВ матриц А и В, если переставить i–ую и j–ую строки матрицы А?

8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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XX вариант

1) Подберите k и l так, чтобы в определителе 6-го порядка входило произведение 
[image: image374.wmf]62
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
[image: image376.wmf]6
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите 
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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XXI вариант

1) Подберите k и l так, чтобы в определителе 6-го порядка входило произведение 
[image: image389.wmf]31
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 со знаком плюс.

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Докажите, что равенство АВ-ВА, если
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8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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XXII вариант

1) Подберите k и l так, чтобы в определителе 6-го порядка входило произведение 
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 со знаком минус.

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а) 
[image: image404.wmf]9
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите 
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

×

4

3

1

2

4

3

1

1

X

.

XXIII вариант

1) Подберите k и l так, чтобы в определителе 6-го порядка входило произведение 
[image: image417.wmf]21
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
[image: image422.wmf]n
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы, перстановочные с матрицей 
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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XXIV вариант

1) Как изменится определитель, если все столбцы его написать в обратном порядке?

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:


[image: image436.wmf]3

1

...

0

0

0

0

0

2

3

...

0

0

0

0

0

...

...

...

...

...

...

...

...

0

0

...

2

3

1

0

0

0

0

...

0

2

3

1

0

0

0

...

0

0

2

5

4

0

0

...

0

0

0

6

5

.

7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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XXV вариант

1) Подберите k и l так, чтобы в определителе 5-го порядка входило произведение 
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей:
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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XXVI вариант

1) Входит ли в определитель 5-го порядка произведение: а)
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2) Выполните умножение подстановок:


[image: image457.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

2

3

4

5

6

6

5

4

3

2

1

6

4

2

1

3

5

6

5

4

3

2

1

.

3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите определитель произведения матрицы 
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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XXVII вариант

1) С каким знаком в определитель 6-го порядка входит произведение: 
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей:
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8) Вычислите:

а)
[image: image478.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

b

b

b

b

a

a

a

a

cos

sin

sin

cos

cos

sin

sin

cos

; б)
[image: image479.wmf]2

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

; в)
[image: image480.wmf]1

1

2

1

0

1

1

3

2

2

-

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

.

9) Решите матричное уравнение:


[image: image481.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

×

1

1

2

1

1

2

2

3

X

.

XXVIII вариант

1) С каким знаком в определитель 6-го порядка входил произведение 
[image: image482.wmf]65
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2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:
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[image: image484.wmf]15
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Вычислите АВ-ВА, если
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8) Вычислите:

а)
[image: image491.wmf]k
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9) Решите матричное уравнение:
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XXIX вариант

1) Подберите k и l так, чтобы перестановка (1, k, 2, 5, l, 4, 8, 9, 7) была нечетной.

2) Выполните умножение подстановок:


[image: image495.wmf]3

6

5

3

4

2

1

6

5

4

3

2

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

.

3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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5) Вычислите определители:

а)
[image: image499.wmf]1

...

1

...

...

...

...

...

...

3

...

1

1

2

...

2

1

1

1

...

3

2

1

1

...

4

3

2

1

x

x

x

n

x

x

n

x

n

n

-

-

-


б)
[image: image500.wmf]a

b

a

a

b

a

b

b

a

...

0

0

0

0

...

0

0

0

...

...

...

...

...

...

0

0

...

0

0

0

...

0

0

...

0

0

.

6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все вещественные матрицы второго порядка, четвертые степени которых равны единичной матрице.

8) Вычислите:

а)
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9) Решите матричное уравнение:
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XXX вариант

1) Подберите k и l так, чтобы перестановка (1, 2, 7, 4, k, 5, 6, l, 9) была четной.

2) Выполните умножение подстановок:
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3) Вычислите определители:

а)
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4) Вычислите определитель, пользуясь теоремой Лапласа:
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0

8

6

0

0

0

0

6

5

0

0

0

0

1

6

3

5

0

0

7

9

4

7

3

4

9

8

7

9

2

3

4

5

6

7

.

5) Вычислите определители:

а)
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6) Вычислите определитель, применяя метод рекуррентных соотношений:
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7) Найдите все матрицы, перестановочные с матрицей:
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8) Вычислите:
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9) Решите матричное уравнение:
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