Модуль3. Линейные пространства. Системы линейных уравнений

Глава 3.1. Линейные пространства

(3.1.1. Линейные пространства и подпространства

Определение. Линейным пространством над полем К называется аддитивная абелева группа V, для элементов которой определено умножение на элемент поля К, т.е. 
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, и выполняются следующие условия:
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Здесь 
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, 1 – нейтральный элемент поля К относительно умножения. Сокращение ЛП V/К применяем для линейного пространства V над полем К. Элементы линейного пространства V будем называть векторами.

Простейшие свойства умножения на элемент поля
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 (здесь 0 – нуль поля К, 
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– нулевой вектор аддитивной группы V);

Доказательство. 
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Доказательство. 
[image: image11.wmf]Þ

×

-

+

=

×

-

+

×

=

×

-

+

=

×

=

а

а

а

а

а

а

)

1

(

)

1

(

1

))

1

(

1

(

0

θ
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Доказательство. 
[image: image14.wmf].
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Примеры линейных пространств

1. Пространство строк.

На множестве 
[image: image15.wmf]}
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 всех упорядоченных наборов n элементов из поля К введем отношение равенства
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и операции сложения и умножения на элемент поля К:
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Нетрудно проверить, что все аксиомы линейного пространства для 
[image: image18.wmf]n
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выполнены, и, следовательно, 
[image: image19.wmf]n
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 – пример линейного пространства над полем К, которое называется пространством строк. Аналогично вводится понятие пространства столбцов, для которого мы не будем вводить нового обозначения, а будем с соответствующими оговорками пользоваться тем же обозначением 
[image: image20.wmf]n
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Если в качестве К взять множество всех действительных чисел 
[image: image21.wmf]R, то R2 – линейное пространство векторов на плоскости, R3 – в трехмерном пространстве. Таким образом, понятие линейного пространства – обобщение векторов, рассматриваемых в геометрии.

2. Линейная оболочка.

Сумма вида 
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 называется линейной комбинацией векторов 
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 из V с коэффициентами 
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 из поля К. Легко видеть, что множество всех линейных комбинаций векторов 
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 линейного пространства V образует линейное пространство над полем К. Будем называть его линейной оболочкой множества векторов 
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Рассмотрим линейное пространство V/К. Пусть М – подмножество множества V. Если М – линейное пространство над полем К относительно операций, введенных в линейном пространстве V над полем К, то М называется подпространством ЛП V/К. Множество a + M={a + x, x О M} называется линейным многообразием, где а – фиксированный вектор, а х пробегает множество всех векторов подпространства М. Примерами подпространств являются само линейное пространство V и подпространство, состоящее из одного элемента 
[image: image28.wmf]θ

. Подпространства, отличные от самого пространства и нулевого, называются собственными. Примером собственного подпространства является линейная оболочка, когда она отлична от V и нулевого подпространства.

Упражнения

1) М М V. Докажите, что М – подпространство ЛП V/К Ы
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2) Линейная оболочка 
[image: image30.wmf])
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– наименьшее по включению подпространство, содержащее элементы 
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3) Если какой – либо элемент порождающей системы 
[image: image32.wmf]к
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 есть линейная комбинация остальных элементов этой системы, то его можно удалить из порождающей системы, не изменив линейной оболочки.

4) В пространстве строк 
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 для любого 
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 совокупность всех векторов вида 
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 является подпространством.

5) В линейном пространстве многочленов множество всех многочленов, принимающих значение нуль в одной или нескольких точках – подпространство.

6) Пересечение любого семейства подпространств вновь подпространство.

7) Может ли линейное пространство состоять из одного элемента ?

8) Справедливо ли равенство 
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9) Пусть 
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. Что можно сказать о 
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10) Могут ли в линейном пространстве существовать два нулевых элемента?

11) Что понимается под операцией вычитания в линейном пространстве?

(3.1.2. Линейная зависимость и независимость

Равенство вида 
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 будем называть линейной зависимостью. Если в нем 
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, то зависимость называется тривиальной. Если же хотя бы один коэффициент 
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, то зависимость называется нетривиальной.

Элементы 
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 линейного пространства V/K называются линейно-зависимыми, если существует их линейная комбинация, равная нулевому вектору , в которой не все коэффициенты равны нулю.

По определению, для линейно-независимой системы векторов существует только тривиальная линейная зависимость, а для линейно-зависимой системы векторов существует нетривиальная линейная зависимость.
Теорема. Система векторов линейно зависима тогда и только тогда, когда в ней какой – либо вектор является линейной комбинацией остальных.

Доказательство.


Пусть система 
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 линейно зависима, т.е. 
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 равны нулю, для которых 
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. Без ограничения общности доказательства можно изменить нумерацию векторов и считать, что 
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[image: image49.wmf]1
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 – линейная комбинация остальных векторов.


Если 
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. А так как 
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, то линейная зависимость нетривиальная и векторы 
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 линейно зависимы. ■

Упражнения

Доказать, что:

1) если система содержит нулевой вектор, то она линейно зависима;

2) если подсистема линейно зависима, то и вся система векторов линейно зависима;

3) если система линейно независима, то и всякая ее подсистема линейно независима;

4) система ненулевых векторов содержит максимальную линейно независимую подсистему;

5) если каждый элемент линейного пространства единственным образом представим в виде линейной комбинации векторов 
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, то эти векторы линейно независимы.

(3.1.3. Теорема о ранге матрицы

Число векторов в максимальной линейно независимой подсистеме называется рангом системы векторов линейного пространства.

Рассмотрим матрицу 
[image: image54.wmf]m
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 с элементами из поля К строения m x n. Её строки можно рассматривать как элементы пространства строк 
[image: image55.wmf]n
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. Возникает понятие ранга системы строк матрицы А, а также, аналогичным образом, ранга системы столбцов матрицы А.
Теорема о ранге матрицы. Ранг системы строк матрицы равен рангу системы столбцов матрицы и равен наивысшему порядку отличного от нуля минора матрицы.

Доказательство. Предположим, что ранг матрицы А, т.е. наивысший порядок отличного от нуля минора, равен r и предположим, что этот минор расположен в левом верхнем углу матрицы
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С помощью элементарных преобразований приведем ее к виду
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где 
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. Оказывается, что все элементы 
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 также отличны от нуля для 
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 положительных и для которых 
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. А это означает, что все строки с номерами больше r являются линейными комбинациями первых r строк. Следовательно, любые 
[image: image63.wmf]1
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 строки матрицы линейно зависимы. А это означает, что ранг системы строк равен r. Аналогично доказывается, что ранг системы столбцов также равен r. ■

Если ранг матрицы равен r, то любой минор r-ого порядка, отличный от нуля, называется базисным.

Теорема о базисном миноре. Строчки (столбцы) базисного минора линейно независимы. Все остальные строчки (столбцы) – линейные комбинации строчек (столбцов) базисного минора.

Доказать самостоятельно в качестве упражнения.

Упражнения

1) Докажите, сто квадратная матрица вырождена тогда и только тогда, когда ее строчки (столбцы) линейно зависимы.

2) Найдите ранг и базисный минор матрицы:

а)
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3) Докажите, что 
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4) Докажите, что размерность линейной оболочки множества векторов S равна рангу системы S.

(3.1.4. Эквивалентные системы. Базис и размерность

Если каждый вектор системы:
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линейного пространства V/K является линейной комбинацией векторов системы
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то будем говорить, что система (1) линейно выражается через систему (2). Если система (1) линейно выражается через систему (2) и наоборот, то системы (1) и (2) называются эквивалентными.
Теорема. Ранги эквивалентных систем равны.

Доказательство. Пусть системы (1) и (2) эквивалентны, r – ранг системы (1), t – ранг системы (2). Можно считать, что векторы 
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 линейно независимы. Система (1) линейно выражается через систему (2), а система (2), очевидно, линейно выражается через систему 
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. Следовательно, система 
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. Аналогично получаем, что и наоборот, система 
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 линейно выражается через систему 
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По теореме о ранге матрицы из линейной независимости векторов 
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 следует, что 
[image: image79.wmf]t

r

³

, а из линейной независимости векторов 
[image: image80.wmf]t
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 следует, что 
[image: image81.wmf]r
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³

. Отсюда, 
[image: image82.wmf]t

r

=

. ■
Следствие. Эквивалентные линейно независимые системы векторов линейного пространства состоят из одного и того же числа элементов.

Доказательство. Ранг линейно независимой системы равен числу элементов в ней.

Система векторов линейного пространства называется системой образующих, если любой вектор линейного пространства можно представить в виде линейной комбинации векторов этой системы.

Базисом линейного пространства называется максимальная линейно независимая система элементов этого пространства.
Теорема. Линейно независимая система образующих линейного пространства – его базис.

Доказательство. После добавления к данной системе любого вектора она становится линейно зависимой, так как в ней появляется вектор, являющийся линейной комбинацией остальных. Следовательно, она максимальная линейно независимая, т.е. базис. ■
Теорема. Минимальная система образующих линейного пространства – его базис.

Доказательство. Пусть 
[image: image83.wmf]n
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 – минимальная система образующих линейного пространства V/K. Допустим, что векторы 
[image: image84.wmf]n
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 линейно зависимы. Тогда один из них является линейной комбинацией остальных. Его можно убрать, и оставшиеся векторы останутся системой образующих, а это противоречит условию минимальности. Противоречие. Следовательно, векторы 
[image: image85.wmf]n
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 линейно независимы, а линейно независимая система образующих векторов – базис линейного пространства. ■
Теорема. Все базисы линейного пространства содержат одно и то же число элементов.

Доказательство. Любые два базиса линейно выражаются друг через друга, т.е. образуют эквивалентные линейно независимые системы, а значит состоят из одного и того же числа элементов. ■
Число элементов 
[image: image86.wmf]n

 в базисе линейного пространства V/K называется его размерностью и обозначается 
[image: image87.wmf]n
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.

Упражнения

1) Докажите, что:

а) Если 
[image: image88.wmf]n

=

K

V

dim

, то в качестве базиса можно взять любые 
[image: image89.wmf]n

– линейно независимых элементов из V.

б) Размерность подпространства не превосходит размерности самого линейного пространства.

в) Размерность линейной оболочки 
[image: image90.wmf])

,

,

(

1

m

x

x

L

K

 равна рангу системы векторов 
[image: image91.wmf]m
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.

2) Найдите базис и размерность линейного пространства 
[image: image92.wmf]n

K

.

3) Через 
[image: image93.wmf]m

n

H

 обозначим линейное пространство матриц строения 
[image: image94.wmf]n

m

´

. Найти базис и размерность этого линейного пространства.

4) Докажите, что следующие системы векторов образуют линейные подпространства и найти их базис и размерность:

а) все 
[image: image95.wmf]n

-мерные векторы, у которых  первая и последняя координаты равны между собой;

б) все 
[image: image96.wmf]n

-мерные векторы, у которых координаты с четными номерами – нули;

в) все 
[image: image97.wmf]n

-мерные векторы, у которых координаты с четными номерами равны между собой.

(3.1.5. Матрица перехода от базиса к базису

Любой элемент линейного пространства V/К можно записать в виде линейной комбинации элементов базиса 
[image: image98.wmf]n
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 и притом единственным образом:
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Коэффициенты 
[image: image100.wmf]n
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 называются координатами вектора 
[image: image101.wmf]a

.

Свойства координат:

1) Два вектора равны 
[image: image102.wmf]Û

 их координаты равны.

2) Для того, чтобы сложить два вектора, надо сложить их координаты.

3) Для того, чтобы умножить вектор на элемент 
[image: image103.wmf]λ

 поля, надо умножить на 
[image: image104.wmf]λ

 каждую координату вектора.

Пусть в линейном пространстве V/K даны два базиса: 
[image: image105.wmf]n
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 и 
[image: image106.wmf]n

f

f

,

,

1

K

. Разложим элементы второго базиса по первому базису:
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Если ввести обозначения
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то эту систему равенств можно переписать в матричном виде:


[image: image109.wmf]e
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.

Матрица А называется матрицей перехода от базиса е к базису f. Матрица А невырождена, так как векторы 
[image: image110.wmf]n
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 линейно независимы, поэтому существует матрица 
[image: image111.wmf]1
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 и
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Пусть 
[image: image113.wmf]n
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 координаты вектора 
[image: image114.wmf]a

 в базисе 
[image: image115.wmf]f

. Тогда 
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. Вместе с равенствами 
[image: image117.wmf]e
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[image: image118.wmf]f
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 это дает условие 
[image: image119.wmf]f
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. Отсюда, координаты 
[image: image120.wmf]n
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 вектора 
[image: image121.wmf]а

 в базисе 
[image: image122.wmf]f

 связаны с координатами 
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 в базисе 
[image: image124.wmf]e

 формулами перехода:
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Пример. Показать, что векторы 
[image: image126.wmf]3
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 сами образуют базис и найти координаты вектора 
[image: image127.wmf]a

 в этом базисе:
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=(1,1,1), 
[image: image129.wmf]2
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[image: image130.wmf]3
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=(1,2,3); 
[image: image131.wmf]a

=(6,9,14).

Найдем ранг матрицы, составленной из координат векторов 
[image: image132.wmf]1
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Ранг равен трем, следовательно, векторы линейно независимы, а любые три линейно независимых вектора в трехмерном пространстве образуют базис.

Пусть 
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Координаты вектора 
[image: image143.wmf]а

 в новом базисе (1,2,3).

Пример. Даны два базиса линейного пространства столбцов:


[image: image144.wmf].
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Найти:

а) матрицу А перехода от базиса 
[image: image145.wmf]3
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 к базису 
[image: image146.wmf]3
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;

б) матрицу 
[image: image147.wmf]1
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 обратного перехода; 

в) координаты 
[image: image148.wmf]1

e

 в обоих базисах; 

г) координаты вектора 
[image: image149.wmf]a

 в базисе 
[image: image150.wmf]3
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e

e

, имеющего во втором базисе координаты (5 3 1).


[image: image151.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

+

=

+

+

=

+

+

=

.

λ

λ

λ

λ

λ

λ

,

λ

λ

λ

3

33

2

32

3

1

3

3

,

3

23

2

22

1

21

2

3

3

1

2

12

1

11

1

e

e

e

f

e

e

e

f

e

e

e

f



[image: image152.wmf],
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[image: image153.wmf],
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[image: image154.wmf].
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а) 
[image: image155.wmf];
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 б) 
[image: image156.wmf];
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в) 
[image: image157.wmf]1

е

 имеет координаты (1,0,0) в первом базисе и координаты (2,5,-1,-0,5) во втором;

г) координаты вектора 
[image: image158.wmf]а

 в базисе 
[image: image159.wmf]3
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 вычисляем по формуле:
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[image: image161.wmf]1

x

=5,5, 
[image: image162.wmf]2

x

=-1, 
[image: image163.wmf]3

x

=0,5.

Упражнения

1) Как изменится матрица перехода от одного базиса к другому, если:

а) поменять местами два вектора первого базиса?

б) поменять местами два вектора второго базиса?

2) Найти координаты вектора 
[image: image164.wmf]а

 в базисе 
[image: image165.wmf]3
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, если 
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[image: image169.wmf]4
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= (1, -1, -1, -1), 
[image: image170.wmf]а

= (1, 2, 1, 1).

3) Найти формулы преобразования координат при переходе от базиса 
[image: image171.wmf]4

3

2

1

,

,

,

е

e

e

e

 к базису 
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[image: image173.wmf]1
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[image: image174.wmf]1
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[image: image175.wmf]2
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[image: image176.wmf]2
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[image: image177.wmf]3
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= (-1, 2, 1, 1), 
[image: image178.wmf]3

f

= (-2, 1, 1,2),


[image: image179.wmf]4
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= (-1, -1, 0, 1); 
[image: image180.wmf]4
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= (1, 3, 1, 2).

4) Уравнение поверхности относительно базиса 
[image: image181.wmf]4
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. Найти уравнение этой поверхности относительно базиса 
[image: image183.wmf]1
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[image: image184.wmf]2
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[image: image185.wmf]3
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= (1, -1, 1,-1),
[image: image186.wmf]4
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= (1, -1, -1, 1).

(3.1.6. Отображения множеств

Пусть даны два множества 
[image: image187.wmf]M

 и 
[image: image188.wmf]N

. Отображением 
[image: image189.wmf]N

®

M

:

φ

 множества 
[image: image190.wmf]M

 в называется правило, которое каждому элементу 
[image: image191.wmf]а

 множества 
[image: image192.wmf]M

 ставит в соответствие элемент 
[image: image193.wmf])
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 множества 
[image: image194.wmf]N

. Если 
[image: image195.wmf]b
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, то элемент 
[image: image196.wmf]b

 множества 
[image: image197.wmf]N

 называется образом элемента 
[image: image198.wmf]a

, а элемент 
[image: image199.wmf]a

 в свою очередь называется прообразом элемента 
[image: image200.wmf]b

. Если 
[image: image201.wmf]M
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, то под 
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 понимают множество всех образов 
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Если 
[image: image206.wmf]N
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, то множество всех, для которых 
[image: image207.wmf]U
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, называют полным прообразом множества 
[image: image208.wmf]U

. Образ элемента 
[image: image209.wmf]a

 – один, а прообразов элемента 
[image: image210.wmf]b

 из 
[image: image211.wmf]N

 может быть несколько или может не быть.

Отображение, которое разные элементы переводит в разные, называется инъективным.


[image: image212.wmf].
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Инъективное отображение 
[image: image213.wmf]N
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 называют также взаимно однозначным отображением 
[image: image214.wmf]N
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.

Отображение называется сюръективным, если для любого элемента 
[image: image215.wmf]b

 из 
[image: image216.wmf]N

 найдется элемент 
[image: image217.wmf]a

 из 
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Отображение одновременно сюръективное и инъективное называется биективным.
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Сюръективное отображение 
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 называют также взаимно однозначным отображением 
[image: image223.wmf]N
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. В этом случае говорят, что существует взаимно однозначное соответствие между элементами множеств 
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[image: image226.wmf]N

M

  

~

  

  

.

Если отображение 
[image: image227.wmf]φ

 множества 
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 взаимно однозначно, то естественным образом определяется отображение множества 
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, называемое обратным к 
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Упражнения

1) Доказать свойства эквивалентности множеств: а)
[image: image251.wmf]M
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2) Доказать, что 
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3) Пусть 
[image: image255.wmf]3
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 – продолжение отображения 
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[image: image260.wmf]1

φ

.

(3.1.7. Изоморфизм линейных пространств

Два линейных пространства V1 и V2 над полем К называются изоморфными, если между элементами этих пространств можно установить взаимно однозначное соответствие 
[image: image261.wmf]φ
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2) 
[image: image264.wmf].

V

λ

,

V

),

(

λφ

)

λ

(

φ

2

1

Î

Î

"

=

a

a

a


Отображение 
[image: image265.wmf]φ

 в этом случае называется изоморфизмом, а для линейных пространств применяется обозначение 
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Для того, чтобы проверить является ли отображение 
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 изоморфизмом линейных пространств в соответствии с этим определением, надо убедиться, что
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2) 
[image: image269.wmf]φ

 – сюръекция, т.е. 
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3) 
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Свойства изоморфизмов:
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Теорема. При изоморфизме линейно независимая система переходит в линейно независимую.

Доказательство. Пусть 
[image: image282.wmf]φ

 – изоморфизм между линейными пространствами 
[image: image283.wmf]1
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 и 
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Тогда по свойству линейности 
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Теорема. Все линейные пространства одной и той же размерности изоморфны между собой.

Доказательство. Пусть 
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Докажем, что 
[image: image302.wmf]n

V

K

»

. Для этого проверим, что отображение 
[image: image303.wmf]>

®<

n

x

x

x

,

,

:

φ

1

K

 – инъекция, сюръекция и линейное. Соответствие 
[image: image304.wmf]φ

 действительно отображает 
[image: image305.wmf]V

 в 
[image: image306.wmf]n

K

, так как каждому вектору в фиксированном базисе ставится в соответствие единственный набор коэффициентов. Если векторы различны, то хотя бы в одной координате они отличаются, поэтому 
[image: image307.wmf]φ

 – инъекция. Если 
[image: image308.wmf]n

n

K

Î

>

<

λ

,

,

λ

1

K

, то в 
[image: image309.wmf]V

 существует элемент 
[image: image310.wmf]n

n

е

е

λ

λ

1

1

+

+

K

 и при этом 
[image: image311.wmf]>

=<

+

+

n

n

n

е

е

λ

,

,

λ

)

λ

λ

(

φ

1

1

1

K

K

, т.е. 
[image: image312.wmf]φ

– сюръекция. Столь же очевидна и линейность отображения 
[image: image313.wmf]φ

. Если 
[image: image314.wmf]n

n

e

x

e

x

x

+

+

=

K

1

1

, 
[image: image315.wmf]n

n

e

y

e

y

y

+

+

=

K

1

1

, то 
[image: image316.wmf]>

+

+

=<

+

n

n

y

x

y

x

y

x

,

,

)

(

φ

1

1

K

 и 
[image: image317.wmf]>

=<

n

x

x

x

λ

,

,

λ

)

λ

(

φ

1

K

, т. е. 
[image: image318.wmf])

(

φ

)

(

φ

)

(

φ

y

x

y

x

+

=

+

, 
[image: image319.wmf])

(

λφ

)

λ

(

φ

x

x

=

.

Так как все линейные пространства над К изоморфны 
[image: image320.wmf]n
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, то они изоморфны между собой. ■

Замечание. Изоморфизм как бы “срисовывает” структуру линейного пространства. Поэтому утверждение теоремы можно трактовать так: линейные пространства одной и той же размерности с алгебраической точки зрения тождественны.

Упражнения

1) Линейно ли отображение 
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2) Если 
[image: image325.wmf]φ

 – линейное отображение 
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 – подпространство линейного пространства 
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[image: image333.wmf]φ

 – подпространство линейного пространства 
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3) Линейное инъективное отображение 
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 в 
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4) Линейное сюръективное отображение 
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(3.1.8. Прямая сумма подпространств

Пусть, 
[image: image344.wmf]1
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…, 
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 – подпространства линейного пространства 
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. Суммой подпространств называется множество всех сумм элементов этих подпространств, взятых по одному из каждого подпространства:
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Теорема. 
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Доказательство. Пусть 
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Итак, из того, что линейная комбинация этих векторов равна 
[image: image373.wmf]θ
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Сумма подпространств называется прямой, если каждый её элемент можно представить в виде суммы элементов подпространств единственным образом. В этом случае пишут 
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Теорема. Сумма 
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Доказательство.


Дано: сумма 
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Дано: 
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Предположим, что для некоторого элемента х имеем 
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и умножения на элемент поля 
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Это линейное пространство называется (внешней) прямой суммой линейных пространств 
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Упражнения

1) Для подпространств 
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[image: image431.wmf]V

.

2) Докажите, что 
[image: image432.wmf]å

i

i

P

 семейства подпространств – линейная оболочка их объединения.

3) Докажите, что сумма 
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4) Докажите, что сумма 
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7) Для любого подпространства существует дополнительное подпространство. Докажите.

(3.1.9. Евклидовы пространства

Рассматриваем линейное пространство Е над полем вещественных чисел R. Скалярным произведением векторов a и b называется число 
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Евклидовым пространством называется линейное пространство Е с введенным на нем скалярным произведением.

Скалярное произведение представляет собой вещественнозначную функцию от двух переменных, определенных на Е. Условия 3) и 4) говорят о том, что функция линейна по первой переменной. Из условия 2) легко следует линейность и по второй переменной. В самом деле:
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Свойства скалярного произведения:
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Доказательство свойства 1).
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Доказательство свойства 3).
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Теорема (неравенство Коши – Буняковского)
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Доказательство. Если 
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Так как 
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Введем обозначение 
[image: image468.wmf])

,

(

||

||

a

a

a

=

 и назовем это число нормой вектора или длиной. Вектор 
[image: image469.wmf]a

a

×

||

||

1

 для ненулевого вектора а назовем ортом вектора а. Переход 
[image: image470.wmf]e

a

a

a

=

×

®

||

||

1

 называется нормированием. Заметим, что 
[image: image471.wmf]1

||

||

=

e

. Для ненулевых векторов а и b из неравенства Коши – Буняковского следует, что 
[image: image472.wmf]1

||

||

||

||

)

,

(

£

×

b

a

b

a

. ■
Существует угол 
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 ортогонален любому. Система векторов называется ортогональной, если ее векторы попарно ортогональны.
Теорема. Ортогональная система ненулевых векторов линейно независима.

Доказательство. Для ортогональной системы ненулевых векторов 
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Аналогично проверяется, что 
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Базис 
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Теорема. Скалярное произведение в ортонормированном базисе равно сумме произведений соответствующих координат.
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Квадратная матрица А порядка n называется ортогональной, если 
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– транспонированная матрица, I – единичная матрица порядка n.

Теорема. Матрица перехода от одного ортонормированного базиса к другому ортогональна.
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С одной стороны 
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Доказательство. Построим новую систему образующих линейной оболочки следующим образом:
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Процессом ортогонализации системы 
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Пример. Применить процесс ортогонализации к системе
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Ответ: 
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 линейно зависимы. Рациональнее было бы в начале выделить максимальную линейно независимую подсистему и уже к ней применить процесс ортогонализации.

Комплексным евклидовым пространством или унитарным называется линейное пространство над полем комплексных чисел, в котором каждой паре а и b векторов поставлено в соответствие комплексное число (a, b), удовлетворяющее условиям:

1) 
[image: image535.wmf]0

)

,

(

θ

R;

)

,

(

>

Þ

¹

Î

a

a

a

a

a

;

2) 
[image: image536.wmf]R)

,

,

   

для

  

  

здесь

 

(

,

)

,

(

)

,

(

Î

+

=

-

=

=

y

x

yi

x

z

yi

x

z

a

b

b

a

;

3) 
[image: image537.wmf])

,

(

)

,

(

)

,

(

c

b

c

a

c

b

a

+

=

+

;

4) 
[image: image538.wmf])

,

(

λ

)

,

λ

(

b

a

b

a

=

.

Свойства скалярного произведения, определенного в комплексном евклидовом пространстве:
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Доказательство: (1). 
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Доказательство: (2). 
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В комплексном евклидовом пространстве также имеет место неравенство Коши – Буняковского, точно также определяются понятия ортогональности, ортонормированного базиса и т.п.

Упражнения

1) Построить ортогональный базис подпространства, натянутого на векторы 
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3) Доказать, что скалярное произведение двух векторов комплексного евклидова пространства, заданных координатами в ортонормированном базисе, вычисляется по формуле 
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Глава 3.2. Системы линейных уравнений

(3.2.1. Метод Гаусса

Соотношения
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[image: image552.wmf]K
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          (1)

образуют неоднородную систему m линейных уравнений от n неизвестных. Если при подстановке вместо переменных элементов 
[image: image553.wmf]n
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 поля К получаем верные равенства, то этот набор значений переменных называется решением системы (1).

Система называется совместной, если имеет хотя бы одно решение. Если система имеет ровно одно решение, то называется определенной. Если решений несколько, то система называется неопределенной.

Две системы называются эквивалентными, если их множества решений совпадают, т.е. решения каждой из них является решением другой, или если обе системы несовместны.

Элементарные преобразования системы уравнений:

1) умножение обеих частей уравнения на элемент поля, отличный от нуля;

2) прибавление к одному уравнению другого, домноженного на элемент поля;

3) перемена местами двух уравнений.

Все элементарные преобразования обратимы и линейная система, полученная при элементарном преобразовании, эквивалентна исходной. На этом основан метод решения системы, называемый методом исключения неизвестных или методом Гаусса. Он заключается в том, что на первом шаге исключается, скажем, переменная 
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 из всех уравнений, кроме одного, затем 
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 из остальных уравнений кроме одного и т.д. (прямой ход). Этот процесс закончится тем, что либо одна из переменных получит вполне определенное значение, либо ее можно выразить через оставшиеся переменные, которые называются свободными переменными. Свободным переменным придадим произвольные значения. Затем обратным ходом вычисляются в обратном порядке значения всех переменных, называемых базисными. Если при прямом  ходе возникнет равенство 
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Пример. Решить систему
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Так как элементарные преобразования затрагивают только коэффициенты системы и свободные члены, то будем преобразовывать лишь строки расширенной матрицы системы.
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Вычитая из второй строчки первую, домноженную на 2, и из третьей первую, получим
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В результате преобразований система приобрела вид
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Перепишем ее так
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Ответ: 
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Ответ можно записать в векторном виде:


[image: image566.wmf]>=

-

+

+

+

+

<

γ

,

β

,

γ

β

5

1

,

γ

β

13

α

2

2

,

α

 < 0, 2, 1, 0, 0 > + 
[image: image567.wmf]α

< 1, 2, 0, 0, 0 > +      + 
[image: image568.wmf]β

< 0, 13, 5, 1 0 > + 
[image: image569.wmf]γ

< 0, 1, -1, 0, 1 >.

Упражнения

1) Решить систему:
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2) Найдите общее решение неоднородной системы линейных уравнений АХ = В, заданной матрицей коэффициентов А и столбцом свободных членов В.

а) А =
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в) А = 
[image: image576.wmf](

)

1

0

0

0

, В = (10); г) А = 
[image: image577.wmf](
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, В = (1).

3) Докажите, что для совместимости системы АХ = В необходимо и достаточно, чтобы столбец В принадлежал линейной оболочке столбцов матрицы А.

(3.2.2. Правило Крамера

Назовем системой крамеровского типа систему, в которой число неизвестных равно числу уравнений и определитель матрицы коэффициентов отличен от нуля:
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Введем также следующие обозначения:
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 – алгебраическое дополнение элемента 
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Теорема. Система крамеровского типа совместна, имеет единственное решение, которое вычисляется по формулам
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Доказательство. Докажем, что эти значения переменных удовлетворяют системе:
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Аналогично проверяется, что числа удовлетворяют остальным уравнениям. Следовательно, доказано, что система совместна.

Предположим, что 
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т.е. система имеет единственное решение. ■

Пример. Решить систему 
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Решение 1 (правило Крамера).
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Решение 2 (с помощью обратной матрицы по формуле 
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Ответ: 
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Решение 3 (метод исключения неизвестных).
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Ответ : 
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(3.2.3. Теорема Кронекера-Капелли

Рассмотрим неоднородную систему линейных уравнений
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Матрицу, составленную из коэффициентов при неизвестных, будем называть матрицей коэффициентов системы или просто матрицей системы:
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Элементы 
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 называются свободными членами системы. Введем в рассмотрение столбец В свободных членов и рассмотрим матрицу С системы:
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Теорема (Кронекера и Капелли). Система линейных уравнений совместна тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы системы.

Доказательство.

(
Пусть 
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 – решение системы (1). Тогда в матрице С последний столбец – линейная комбинация остальных с коэффициентами 
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Матрица С эквивалентна матрице, полученной приписыванием к матрице А столбца из нулей. Её ранг равен рангу матрицы А, т.е. rA = rC.

(
Если 
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С, то базисный минор матрицы С можно выбрать так, что он не включает свободные члены. Без ограничения общности теоремы можно считать, что он расположен в левом верхнем углу матрицы А. Тогда, по теореме о базисном миноре, столбец из свободных членов - линейная комбинация первых 
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 столбцов матрицы А. Если 
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 коэффициенты этой линейной комбинации, то набор 
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 значений переменных 
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Система совместна. А это значит, что теорема доказана полностью. ■

Алгоритм решения систем линейных уравнений.

1) Находим ранги матриц А и С и сравниваем их. Если 
[image: image623.wmf]r
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С, то система несовместна.

2) Если 
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С =
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, то находим базисный минор матрицы А.

3) Уравнения, коэффициенты которых не вошли в базисный минор, отбрасываем.

4) Неизвестные, коэффициенты при которых не вошли в базисный минор, объявляем свободными и переносим в правую часть каждого уравнения.

5) Свободным переменным придаем произвольные значения.

6) Полученную систему крамеровского типа решаем по правилу Крамера.

Упражнения

1) При каком значении 
[image: image626.wmf]λ

 система линейных уравнений совместна

а)
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2) Найти условия необходимые и достаточные для того, чтобы сумма двух решений или произведение одного решения на элемент 
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 было снова решением той же системы линейных уравнений.

(3.2.4. Фундаментальная система решений

Соотношения
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образуют однородную систему 
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 линейных уравнений от 
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Будем записывать решения системы линейных уравнений в виде векторов 
[image: image634.wmf]>
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Теорема. Совокупность всех решений однородной системы линейных уравнений = подпространство линейного пространства строк 
[image: image635.wmf]n
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Доказательство. Система совместна, так как имеет нулевой ранг. Очевидно, что сумма двух решений – вновь решения этой системы; произведение решения на элемент 
[image: image636.wmf]λ

 – вновь решение. Следовательно, множество всех решений само образует линейное пространство над полем К. ■

Теорема. Размерность линейного пространства решений однородной системы линейных уравнений равна разности между числом неизвестных и рангом матрицы системы.

Доказательство. Пусть 
[image: image637.wmf]r

 – ранг матрицы системы. Без ограничения общности рассуждений можно считать, что базисный минор располагается в левом верхнем углу матрицы. Разрешив систему относительно первых 
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 переменных, получим
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Придавая свободным переменным нулевые значения всем, кроме одной, получим решения
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Эти решения линейно независимы.

Если 
[image: image641.wmf]>
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 – произвольное решение системы (1), то
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Отсюда, 
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Векторы 
[image: image649.wmf]r
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 образуют базис линейного пространства решений, поэтому его размерность равна 
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Базис линейного пространства решений однородной системы линейных уравнений называют фундаментальной совокупностью решений (кратко ФСР). Если 
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 – решение системы (2) при любых 
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 из поля К, которое будем называть общим решением системы (2). ФСР, найденную в процессе доказательства теоремы, называют нормальной.

Теорема. Общее решение Х неоднородной системы линейных уравнений (1) имеет вид


[image: image654.wmf]r

n

r

n

e

c

e

c

-

-

+

+

C

=

C

K

1

1

0

,

где 
[image: image655.wmf]0
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 – некоторое решение системы (1), а 
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 – общее решение соответствующей однородной системы линейных уравнений.

Доказательство. 
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Пример. Найти ФСР и общее решение системы
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Решение.


[image: image660.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

0

0

0

2

8

1

1

2

7

1

5

2

4

4

2

3

1

2

 ~ 
[image: image661.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

0

0

0

2

10

2

0

0

1

5

1

0

0

4

2

3

1

2

 ~ 
[image: image662.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

0

0

0

0

0

0

0

0

1

5

1

0

0

1

13

0

1

2

.

Исходная система равносильна такой
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Придадим свободным переменным 
[image: image665.wmf]4
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 и 
[image: image666.wmf]5

x

 значения 1, 0, 0; затем 0, 1, 0; а затем 0, 0, 1. Получим ФСР системы


[image: image667.wmf]1
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 = < 1, 2, 0, 0, 0 >,


[image: image668.wmf]2

e

 = < 0, 13, 5, 1, 0 >,


[image: image669.wmf]3
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 = < 0, 1, -1, 0, 1 >.

Общее решение системы:
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Упражнения

1) Найдите ФСР и общее решение однородной системы линейных уравнений

а) 
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б) 
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в) 
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2) Почему 
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 в каждом решении системы
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Контрольная работа №5 по теме “Линейные пространства. Системы линейных уравнений”
Задание 1. Показать, что векторы 
[image: image676.wmf]a

r

, 
[image: image677.wmf]b

r

, 
[image: image678.wmf]c

r

 образуют базис и найти координаты вектора 
[image: image679.wmf]d

r

 в этом базисе.

1) 
[image: image680.wmf]a

r

= (-3, 4 , 7), 
[image: image681.wmf]b

r

= (0, -8, 11), 
[image: image682.wmf]c

r

= (13, 1, 5), 
[image: image683.wmf]d

r

= (-19, -1, 20).

2) 
[image: image684.wmf]a

r

= (4, 0 , 9), 
[image: image685.wmf]b

r

= (10, -7, 2), 
[image: image686.wmf]c

r

= (-1, 1, 14), 
[image: image687.wmf]d

r

= (-25, 20, -11).

3) 
[image: image688.wmf]a

r

= (-8, 13 , -7), 
[image: image689.wmf]b

r

= (-3, 1, -7), 
[image: image690.wmf]c

r

= (4, -3, 3), 
[image: image691.wmf]d

r

= (11, 0, 19).

4) 
[image: image692.wmf]a

r

= (-4, 17 , 3), 
[image: image693.wmf]b

r

= (-2, 0, 2), 
[image: image694.wmf]c

r

= (12, 6, 5), 
[image: image695.wmf]d

r

= (-20, 11, 2).

5) 
[image: image696.wmf]a

r

= (2, -3 , 14), 
[image: image697.wmf]b

r

= (7, 0, -8), 
[image: image698.wmf]c

r

= (11, 13, 0), 
[image: image699.wmf]d

r

= (-6, 7, 52).

6) 
[image: image700.wmf]a

r

= (15, -1 , 0), 
[image: image701.wmf]b

r

= (4, 7, -11), 
[image: image702.wmf]c

r

= (-1, -2, 3), 
[image: image703.wmf]d

r

= (-9, 12, -17).

7) 
[image: image704.wmf]a

r

= (-4, 11 , 9), 
[image: image705.wmf]b

r

= (1, -2, 0), 
[image: image706.wmf]c

r

= (-3, 2, -1), 
[image: image707.wmf]d

r

= (-12, 19, 7).

8) 
[image: image708.wmf]a

r

= (-1, 16 , 7), 
[image: image709.wmf]b

r

= (0, 3, -7), 
[image: image710.wmf]c

r

= (3, 4, -5), 
[image: image711.wmf]d

r

= (-2, -23, 5).

9) 
[image: image712.wmf]a

r

= (0, -13 , 2), 
[image: image713.wmf]b

r

= (8, 5, -7), 
[image: image714.wmf]c

r

= (-1, -1, 4), 
[image: image715.wmf]d

r

= (7, 30, -7).

10) 
[image: image716.wmf]a

r

= (-3, -7 ,4), 
[image: image717.wmf]b

r

= (12, -1, 0), 
[image: image718.wmf]c

r

= (-2, 2, 11), 
[image: image719.wmf]d

r

= (3, -2, 37).

11) 
[image: image720.wmf]a

r

= (-11, 7 ,0), 
[image: image721.wmf]b

r

= (2, 2, 5), 
[image: image722.wmf]c

r

= (-3, -6, 1), 
[image: image723.wmf]d

r

= (4, -17, -9).

12) 
[image: image724.wmf]a

r

= (2, 14 ,-1), 
[image: image725.wmf]b

r

= (7, 0, 3), 
[image: image726.wmf]c

r

= (9, 1, 1), 
[image: image727.wmf]d

r

= (-12, 27, -6).

13) 
[image: image728.wmf]a

r

= (3, -9 ,3), 
[image: image729.wmf]b

r

= (0, 4, 11), 
[image: image730.wmf]c

r

= (17, 1, -1), 
[image: image731.wmf]d

r

= (20, 0, 24).

14) 
[image: image732.wmf]a

r

= (-7, 11 ,0), 
[image: image733.wmf]b

r

= (1, -5, 7), 
[image: image734.wmf]c

r

= (3, 3, -5), 
[image: image735.wmf]d

r

= (-25, 35, -2).

15) 
[image: image736.wmf]a

r

= (0, 18 ,3), 
[image: image737.wmf]b

r

= (-7, 1, -2), 
[image: image738.wmf]c

r

= (1, 9, 5), 
[image: image739.wmf]d

r

= (-4, -8, 7).

16) 
[image: image740.wmf]a

r

= (11, -5 ,3), 
[image: image741.wmf]b

r

= (4, -6, 0), 
[image: image742.wmf]c

r

= (-7, 7, 2), 
[image: image743.wmf]d

r

= (17, -7, -1).

17) 
[image: image744.wmf]a

r

= (5, -13 ,2), 
[image: image745.wmf]b

r

= (7, 0, 4), 
[image: image746.wmf]c

r

= (-3, -1, 6), 
[image: image747.wmf]d

r

= (-16, 14, -16).

18) 
[image: image748.wmf]a

r

= (-3, 4 , 0), 
[image: image749.wmf]b

r

= (17, 2, -11), 
[image: image750.wmf]c

r

= (7, 5, -7), 
[image: image751.wmf]d

r

= (4, 5, -4).

19) 
[image: image752.wmf]a

r

= (0, 4 , -18), 
[image: image753.wmf]b

r

= (5, -3, 6), 
[image: image754.wmf]c

r

= (1, -11, -5, 
[image: image755.wmf]d

r

= (-3, -11, -32).

20) 
[image: image756.wmf]a

r

= (-7, 9 , 2), 
[image: image757.wmf]b

r

= (10, 0, -6), 
[image: image758.wmf]c

r

= (3, -1, 8), 
[image: image759.wmf]d

r

= (30, -10, -6).

21) 
[image: image760.wmf]a

r

= (12, -1 , 0), 
[image: image761.wmf]b

r

= (3, 7, -2), 
[image: image762.wmf]c

r

= (-1, 5, 15), 
[image: image763.wmf]d

r

= (14, 11, 13).

22) 
[image: image764.wmf]a

r

= (2, 17 , -5), 
[image: image765.wmf]b

r

= (4, 8, 0), 
[image: image766.wmf]c

r

= (1, 10, -1), 
[image: image767.wmf]d

r

= (-3, 5, 2).

23) 
[image: image768.wmf]a

r

= (3, -8 , 0), 
[image: image769.wmf]b

r

= (12, -7, -4), 
[image: image770.wmf]c

r

= (2, 1, -2), 
[image: image771.wmf]d

r

= (-5, -18, 8).

24) 
[image: image772.wmf]a

r

= (7, -8 , 3), 
[image: image773.wmf]b

r

= (10, 0, -15), 
[image: image774.wmf]c

r

= (4, -5, 8), 
[image: image775.wmf]d

r

= (-27, -3, 40).

25) 
[image: image776.wmf]a

r

= (-3, -1 , 6), 
[image: image777.wmf]b

r

= (7, 0, 4), 
[image: image778.wmf]c

r

= (5, -13, 2), 
[image: image779.wmf]d

r

= (0, 27, -6).

26) 
[image: image780.wmf]a

r

= (-7, 7 , 2), 
[image: image781.wmf]b

r

= (4, -6, 0), 
[image: image782.wmf]c

r

= (11, -5, 3), 
[image: image783.wmf]d

r

= (14, -22, -9).

27) 
[image: image784.wmf]a

r

= (1, 9 , 5), 
[image: image785.wmf]b

r

= (-7, 1, -2), 
[image: image786.wmf]c

r

= (0, 18, 3), 
[image: image787.wmf]d

r

= (-9, -35, -15).

28) 
[image: image788.wmf]a

r

= (3, 3 , -5), 
[image: image789.wmf]b

r

= (1, -5, 7), 
[image: image790.wmf]c

r

= (-7, 11, 0), 
[image: image791.wmf]d

r

= (18, -24, 2).

29) 
[image: image792.wmf]a

r

= (17, 1 , -1), 
[image: image793.wmf]b

r

= (0, 4, 11), 
[image: image794.wmf]c

r

= (3, -9, 3), 
[image: image795.wmf]d

r

= (-23, 21, 6).

30) 
[image: image796.wmf]a

r

= (9, 1 , 1), 
[image: image797.wmf]b

r

= (7, 0, 3), 
[image: image798.wmf]c

r

= (2, 14, -1), 
[image: image799.wmf]d

r

= (30, -25, 8).

Задание 2. Даны два базиса пространства строк: 
[image: image800.wmf]3

2

1

,

,

e

e

e

 и 
[image: image801.wmf]3

2
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f

f

f

. Найти:

а) матрицу А перехода от базиса 
[image: image802.wmf]3

2

1

,

,

e

e

e

 к базису 
[image: image803.wmf]3

2

1
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f
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f

; 

б) матрицу 
[image: image804.wmf]1

-

A

 обратного перехода;

в) координаты 
[image: image805.wmf]1

e

 в обоих базисах;

г) координаты вектора 
[image: image806.wmf]a

 в базисе 
[image: image807.wmf]3

2

1

,

,

e

e

e

, имеющего во втором базисе координаты (1, 1, 1).
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2) 
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3) 
[image: image810.wmf])

3

,

1

,

1

(

),

0

,

1

,

2

(

),

1

,

1

,

1

(

);

2

,

0

,

1

(

),

1

,

1

,

1

(

),

1

,

2

,

0

(

3

2

1

3

2

1

-

=

-

=

-

=

=

-

=

=

f

f

f

e

e

e


4) 
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5) 
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6) 
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7) 
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8) 
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9) 
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Задание 3. Применить процесс ортогонализации к системе векторов.
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Задание 4. Решить систему линейных уравнений: 1) методом Гаусса; 2) по формулам Крамера; 3) матричным методом.
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Задание 4. Исследовать совместность данной системы и, в случае ее совместности, найти общее решение и одно частное решение.
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Задание 6. Найти общее решение однородной системы линейных уравнений и фундаментальную систему решений.
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