Модуль 4. Линейные операторы. Квадратичные формы

Глава 4.1. Линейные операторы

§4.1.1. Линейные операторы в линейном пространстве

Линейным оператором, действующим в линейном пространстве V над полем K, называется отображение 
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Свойства линейного оператора

1) 
[image: image3.wmf]q
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 – нулевой вектор линейного пространства V/K;
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4) 
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Доказательство.

1)
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2) 
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3) 
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Примеры.

1) Нулевой линейный оператор, который каждый элемент линейного пространства переводит в нулевой вектор. 

2) Тождественный линейный оператор, который каждый элемент линейного пространства переводит в себя.

Упражнения
1) Является ли линейным оператор, действующий в трехмерном евклидовом пространстве геометрических векторов:
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где а – фиксированный вектор, 
[image: image19.wmf]l

– число, (х, а) – скалярное произведение.

2) Является ли линейным оператор, действующий в трехмерном арифметическом пространстве:

а)
[image: image20.wmf]);
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3) Докажите, что 
[image: image23.wmf]j

– линейный оператор одномерного линейного пространства над полем K тогда и только тогда, когда существует элемент 
[image: image24.wmf]l

из поля K, для которого 
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, где х – любой вектор этого линейного пространства.

4) Какие из отображений являются линейными операторами линейного пространства многочленов степени 
[image: image26.wmf]n
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 в)оператор дифференцирования 
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 г)оператор k-кратного дифференцирования 
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5) Линейное пространство Х является прямой суммой подпространств L1 и L2. Докажите, что оператор Р проектирования линейного пространства Х на L1 параллельно L2, который каждому вектору х1 + х2  из Х ставит в соответствие вектор х1, линейный; х1
[image: image33.wmf],
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[image: image34.wmf]2
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6) Линейное пространство Х является прямой суммой подпространств L1 и L2. Докажите, что оператор R отражения линейного пространства Х на L1 параллельно L2, который каждому вектору х1 + х2  из Х ставит в соответствие вектор х1 – х2, линейный; х1
[image: image35.wmf],
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7) В линейном пространстве Х над полем K фиксирован базис 
[image: image37.wmf]n
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. Докажите, что соответствие, относящее каждому вектору Х линейного пространства его i-ю координату в этом базисе, линейное отображение из Х в K.

8) Докажите, что линейный оператор, действующий в одномерном линейном пространстве над полем K, сводится к умножению вектора пространства на фиксированный элемент поля.

9) Докажите, что линейный оператор линейно зависимую систему переводит в линейно зависимую. Верно ли аналогичное утверждение для линейно независимой системы векторов?

10) Верно ли утверждение: линейный оператор эквивалентные системы переводит в эквивалентные?

§4.1.2. Ядро и образ линейного оператора

Ядром линейного оператора 
[image: image38.wmf]j

называется множество всех элементов линейного пространства, которые линейный оператор отображает в нулевой вектор, т.е.
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Ядро не пусто, так как содержит нулевой вектор. Ясно, что ядро – подпространство линейного пространства. Размерность этого подпространства называют дефектом линейного оператора.

Образом линейного оператора 
[image: image40.wmf]j

 называется множество всех элементов у из V, для которых существует вектор х такой, что 
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Образ не пуст, так как содержит нулевой вектор. Ясно, что образ – подпространство линейного пространства. Размерность этого подпространства называют рангом линейного оператора.

Теорема. Сумма размерностей ядра и образа линейного оператора равна размерности линейного пространства.

Доказательство. Пусть 
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, a1,…,as – базис 
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 Следовательно, можно записать
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По определению 
[image: image48.wmf]j
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 в линейном пространстве существуют элементы b1,…,br, для которых 
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[image: image51.wmf]Þ
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a1,…, as,b1,…, br – система образующих линейного пространства.

Докажем линейную независимость этих векторов. Пусть


[image: image52.wmf].
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Подействуем нашим линейным оператором на обе части равенства. Получим


[image: image53.wmf].
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Система образующих a1, … , as, b1, … , br линейно независима, т.е. образует базис линейного пространства V/ K., поэтому s + r = n. ■
Упражнения

1) Найдите базисы ядра и образа линейного оператора

а)
[image: image54.wmf]);
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б)
[image: image55.wmf]);

2

,

2

,

2

(

)

(

3

2

1

3

2

1

3

2

1

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

-

+

+

-

-

-

=

j

 

в)
[image: image56.wmf])
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2) Приведите пример линейного оператора, для которого линейное пространство не является прямой суммой его образа и его ядра.

3) Приведите пример двух различных линейных операторов линейного пространства Mn многочленов степени 
[image: image57.wmf]n
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, имеющих одни и те же образ и ядро.

4) Опишите ядро и образ оператора дифференцирования в пространстве Mn.
5) Найдите ядро и образ в пространстве Mn разностного оператора 
[image: image58.wmf]h
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, где h – фиксированное число, отличное от нуля.

6) Докажите, что любое подпространство n-мерного линейного пространства является а)ядром некоторого линейного оператора; б) образом  некоторого линейного оператора.

7) Оператор Р проектирования прямой суммы Х линейных подпространств L1  и
[image: image59.wmf]2

L

 на  L1 параллельно L2 каждому вектору х1 + х2  из Х ставит в соответствие вектор х1. Найдите ядро и образ оператора проектирования.

8) Докажите, что если ядро линейного оператора, действующего в линейном пространстве, нулевое, или если образ совпадает со всем линейным пространством, то оператор биективен.

§4.1.3. Матрица линейного оператора

Пусть 
[image: image60.wmf]n
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 – базис V/K. Каждый элемент 
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 линейного пространства можно записать в виде линейной комбинации векторов базиса
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[image: image63.wmf]n
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Матрица А с элементами 
[image: image65.wmf]n
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 называется матрицей линейного оператора в базисе 
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. Соотношения (1) в матричной форме можно переписать так
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где 
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. Рассмотрим квадратные матрицы одного порядка А и В. Матрица В называется подобной матрице А, если существует невырожденная матрица С, для которой В = С-1АС. Обозначается это так: 
[image: image69.wmf].
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Свойства подобия матриц
1) А 
[image: image70.wmf]»

А; 

2) А 
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3) А 
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4) А 
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5) А 
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Теорема. Матрицы одного и того же линейного оператора в разных базисах подобны. 

Доказательство. Пусть 
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[image: image83.wmf],
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 e = Cf, где f и e – базисы линейного пространства, A и B – матрицы линейного оператора 
[image: image84.wmf]j

в этих базисах, C – матрица перехода от одного базиса к другому. Тогда 
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Упражнения

1) Дифференцирование является линейным оператором линейного пространства всех многочленов от одного переменного с вещественными коэффициентами степени 
[image: image87.wmf]£

 n . Найдите матрицу этого линейного оператора в базисе

а) 1, х, х2, …, xn;  б) 1, х – с, 
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; с – вещественное число.

2) Докажите, что следующие условия эквивалентны:

(1) матрица линейного оператора 
[image: image90.wmf]j

 в некотором базисе невырождена;

(2) 
[image: image91.wmf]:
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(3) 
[image: image92.wmf]j

 переводит базис в базис;

(4) 
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(5) 
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(6) для 
[image: image97.wmf]j

существует обратный линейный оператор 
[image: image98.wmf]y

, т.е. 
[image: image99.wmf]х
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3) Пусть Оij – правая декартова система координат на плоскости R2. Найдите в этом базисе матрицу линейного оператора поворота R2 на угол 
[image: image100.wmf]a

 вокруг начала координат против часовой стрелки.

4) Пусть i, j, k – правый ортонормированный базис трехмерного евклидова пространства R3 геометрических векторов. Найдите матрицу линейного оператора Ах = 
[image: image101.wmf]]
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, где а – фиксированный вектор с координатами 
[image: image102.wmf]g
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 в этом базисе.

5) Найдите матрицу оператора дифференцирования в двумерном линейном пространстве, натянутом на базисные функции:

а)
[image: image103.wmf];
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6) Линейное пространство X является прямой суммой подпространств L1 и L2 , 
[image: image105.wmf]r
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- базис подпространства L1, 
[image: image106.wmf]n
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– базис L2. Найдите в базисе 
[image: image107.wmf]n
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а) матрицу оператора проектирования на L1 параллельно L2;

б) матрицу оператора проектирования на L2 параллельно L1;

в) матрицу оператора отражения в L1 параллельно L2.

7) Линейный оператор А, действующий в трехмерном арифметическом пространстве, переводит линейно независимые векторы 
[image: image108.wmf]3
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в векторы 
[image: image109.wmf]3
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, где а1 = 5е1 + 3е2 + е3,  а2 =е1 - 3е2 - 2е3 а3 =е1 + 2е2 + е3;

b1 = -2е1 + е2 ,  b2 = -е1 + 3е2 , b3 =-2е1 - 3е2 
Найдите матрицу этого линейного оператора в базисе а) 
[image: image110.wmf]3
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; в) 
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8) В базисе линейного пространства квадратных матриц порядка 2:
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записать матрицу линейного оператора

а) транспонирования: Х 
[image: image113.wmf]Т

Х

®

;

б) GAB: Х 
[image: image114.wmf]®

 АХВ, где А и В – заданные матрицы;

в)  FAB : Х 
[image: image115.wmf]®

 АХ + ХВ.

Как изменятся эти матрицы, если в базисе поменять местами матрицы:
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§4.1.4. Сумма и произведение линейных операторов

Суммой двух линейных операторов 
[image: image117.wmf]j

 и 
[image: image118.wmf]y

 называется оператор 
[image: image119.wmf]y
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Теорема. Если 
[image: image121.wmf]j

 и 
[image: image122.wmf]y

– линейные операторы, действующие в линейном пространстве V, то 
[image: image123.wmf]j

+
[image: image124.wmf]y

 – также линейный оператор, действующий в V. Если А и В – матрицы линейных операторов 
[image: image125.wmf]j

 и 
[image: image126.wmf]y

 в базисе е, то матрица суммы этих линейных операторов в базисе е равна А + В.
Доказательство. Непосредственно проверяется. ■

Произведением 
[image: image127.wmf]lj

 линейного оператора 
[image: image128.wmf]j

 на элемент 
[image: image129.wmf]l

 из поля  K называется оператор h = 
[image: image130.wmf]lj

, для которого 
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Теорема. Если 
[image: image132.wmf]-

j

 линейный оператор, действующий в линейном пространстве V / K, то 
[image: image133.wmf]Î
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 K оператор 
[image: image134.wmf]lj

 – также линейный. Матрица линейного оператора 
[image: image135.wmf]lj

 в базисе е равна матрице линейного оператора 
[image: image136.wmf]j

 в этом базисе, умноженной на 
[image: image137.wmf]l

.

Доказательство. Непосредственно проверяется. ■

Теорема. Множество U всех линейных операторов, действующих в линейном пространстве V размерности n над полем K, относительно введенных действий сложения и умножения на элемент поля K образует линейное пространство над полем K размерности n2. 

Доказательство проводится непосредственной проверкой всех аксиом линейного пространства. ■

Произведением линейных операторов 
[image: image138.wmf]j

 и 
[image: image139.wmf]y

, действующих в линейном пространстве V/K, называется оператор g = 
[image: image140.wmf]jy

, для которого 
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Теорема. Если 
[image: image143.wmf]j

 и 
[image: image144.wmf]y

 линейные операторы, действующие в линейном пространстве V/K, то 
[image: image145.wmf]jy

 – также линейный оператор. Матрица линейного оператора 
[image: image146.wmf]jy

 в базисе е равна произведению матрицы А линейного оператора 
[image: image147.wmf]j

 на матрицу В линейного оператора 
[image: image148.wmf]y

.

Доказательство. (
[image: image149.wmf]jy

)(е) = 
[image: image150.wmf]y

(Ае) = А
[image: image151.wmf]y

е = АВе 
[image: image152.wmf]Þ

(
[image: image153.wmf]jy

)(е) = АВе. ■
Для ненулевого многочлена f(t) = 
[image: image154.wmf]n

n

n

a

x

a

x

a

+

+

+

-

1

0

...

 значение многочлена от линейного оператора f(А) = 
[image: image155.wmf]e
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, где 
[image: image156.wmf]e

 – тождественное отображение.

Теорема. Гамильтона-Кэли. Линейный оператор является корнем своего характеристического многочлена.

Теорема была доказана для матриц. Здесь мы переформулировали ее для линейных операторов. ■

Упражнения

1) Найдите матрицы линейных операторов 
[image: image157.wmf]j

+
[image: image158.wmf]y

 и 
[image: image159.wmf]jy

 в базисе b1, b2, если матрица 
[image: image160.wmf]j

 в базисе а1 =(-3; 7), а2 = (1; -2) имеет вид 
[image: image161.wmf]÷
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, а матрица 
[image: image162.wmf]y

 в базисе b1 = (6; -7), b2 = (-5; 6) имеет матрицу 
[image: image163.wmf]÷
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2) Докажите, что линейное пространство всех линейных операторов, действующих в одномерном линейном пространстве, одномерно.

3) Линейное пространство 
[image: image164.wmf]·

Х

 всех функционалов, действующих в линейном пространстве Х/K, т.е. линейно отображающих X в K, называется сопряженным с пространством Х. Докажите, что сопряженное линейное пространство 
[image: image165.wmf]·

Х

 изоморфно линейному пространству Х.
4) Говорят, что ненулевой многочлен f(t) = 
[image: image166.wmf]n
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 аннулирует оператор А, если f(А) = 
[image: image167.wmf]q

. Докажите, что для любого линейного оператора, действующего в n-мерном линейном пространстве, существует аннулирующий многочлен степени 
[image: image168.wmf]2
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5) Пусть m(t) – многочлен наименьшей степени среди всех многочленов, аннулирующих линейный оператор A. Докажите, что m(t) делит любой другой многочлен, аннулирующий линейный оператор A.
6) Докажите, что многочлен m(t) определен линейным оператором А единственным образом с точностью до умножения на постоянный ненулевой множитель. Многочлен m(t) со старшим коэффициентом 1 называется минимальным многочленом линейного оператора А.
7) Линейный оператор А называется нильпотентным, если существует натуральное число q, для которого Aq =
[image: image169.wmf]q

. Наименьшее число q, для которого Aq =
[image: image170.wmf]q

, называется индексом нильпотентности линейного оператора А. Докажите, что индекс любого нильпотентного линейного оператора, действующего в n-мерном линейном пространстве, не превосходит n.
8) Найдите минимальный многочлен для оператора проектирования, для оператора отражения, для нильпотентного оператора индекса q.
9) Докажите, что любые два многочлена от одного линейного оператора перестановочны.

10) Докажите, что если линейные операторы А и В перестановочны, то и любые многочлены f(A) и  g(A) от этих операторов перестановочны.

11) Докажите, что произведение линейных операторов А и В тогда и только тогда невырождено, когда каждый из операторов А и В невырожден. При этом 
[image: image171.wmf]1
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12) Докажите, что для невырожденного линейного оператора А и любой константы 
[image: image172.wmf]0
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[image: image173.wmf]1
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13) Докажите, что невырожденные линейные операторы, действующие в линейном пространстве Х/K, являются автоморфизмами, т.е. изоморфизмами Х на себя.

14) Докажите, что невырожденные линейные операторы, действующие в линейном пространстве Х/K, образуют мультипликативную группу.

§4.1.5. Собственные векторы и собственные значения

Если существует ненулевой вектор с линейного пространства V/K, для которого 
[image: image174.wmf]с
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[image: image175.wmf]K
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, то 
[image: image176.wmf]l

 называется собственным значением линейного оператора 
[image: image177.wmf]j

, а вектор с называется собственным вектором для собственного значения 
[image: image178.wmf]l

.

Теорема. Собственные векторы, принадлежащие различным собственным значениям линейного оператора 
[image: image179.wmf]j

, линейно независимы. 

Доказательство проведем методом полной математической индукции по числу собственных значений. Пусть 
[image: image180.wmf]с
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[image: image181.wmf]q
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. Один ненулевой вектор образует линейно независимую систему. Предположим, что утверждение верно для любого количества собственных значений < n и пусть 
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. Подействовав на обе части равенства линейным оператором 
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, получим
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а умножив на 
[image: image191.wmf]l

 обе части того же равенства
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После вычитания второго из полученных равенств из первого, получим
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По гипотезе индукции векторы x2, ..., xn линейно независимы, поэтому 
[image: image194.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image196.wmf]Þ
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 векторы x1, ..., xn линейно независимы. ■

Если А – квадратная матрица порядка n, Е – единичная матрица того же порядка, то 
[image: image197.wmf]Е
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 – характеристический многочлен матрицы А. Легко проверить, что характеристические многочлены подобных матриц равны. Поэтому характеристический многочлен матрицы линейного оператора не зависит от выбора базиса и он называется характеристическим многочленом линейного оператора 
[image: image198.wmf].

j


Теорема. Собственными значениями линейного оператора являются корни его характеристического многочлена, лежащие в поле K, и только они.

Доказательство. Пусть 
[image: image199.wmf]l

 – собственное значение линейного оператора 
[image: image200.wmf]j

. Тогда существует ненулевой вектор с, для которого 
[image: image201.wmf]с
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. Пусть А – матрица линейного оператора 
[image: image202.wmf]j

 в некотором базисе e1, …, en, c = 
[image: image203.wmf],
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Тогда 
[image: image205.wmf]=

c

j



 EMBED Equation.3  [image: image206.wmf]=
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[image: image207.wmf]=
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Однородная система n линейных уравнений с n неизвестными x1, ..., xn имеет ненулевое решение. Поэтому ее определитель равен нулю


[image: image211.wmf].
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Нетрудно провести все рассуждения в обратном направлении: если 
[image: image212.wmf]l

 – корень характеристического многочлена, то найдется ненулевой вектор с, для которого 
[image: image213.wmf]с
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Набор корней характеристического многочлена матрицы линейного оператора называется спектром линейного оператора, причем каждый корень берется с той кратностью, какую он имеет в характеристическом многочлене. Линейный оператор имеет простой спектр, если все его характеристические корни принадлежат основному полю и различны. Для линейного оператора с простым спектром существует базис, в котором матрица линейного оператора диагональная. Подпространство L линейного пространства V/ K называется инвариантным относительно линейного оператора 
[image: image214.wmf]j

, если 
[image: image215.wmf].
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Линейный оператор 
[image: image216.wmf]j

, рассматриваемый только для векторов инвариантного подпространства L, называется индуцированным на L линейным оператором и обозначается 
[image: image217.wmf]L

j

 – ограничение 
[image: image218.wmf]j

 на подпространство L.

Пример. Найдите собственные векторы линейного оператора, заданного матрицей

А = 
[image: image219.wmf]÷
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Составим характеристическую матрицу

А - 
[image: image220.wmf]l

Е = 
[image: image221.wmf]÷
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Так как ее определитель равен 
[image: image222.wmf])
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, то корни характеристического уравнения 
[image: image223.wmf]1
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 = 
[image: image224.wmf]2

l

 = 3, 
[image: image225.wmf]3

l

= 6. Для нахождения собственных векторов, принадлежащих собственному значению 3 рассмотрим матричное уравнение ( А – 3Е)Х = 
[image: image226.wmf]q

 или в координатной форме однородную систему линейных уравнений
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Ранг матрицы системы равен 1, поэтому система равносильна системе из одного уравнения 
[image: image228.wmf]0
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. Фундаментальная система состоит из двух решений (-5, 1, 0) и (-3, 0, 1). Все собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image229.wmf]1

l

 = 
[image: image230.wmf]2

l

 = 3 записываются в виде 


[image: image231.wmf]a

(-5, 1, 0) + 
[image: image232.wmf]b

(-3, 0, 1).

Для нахождения собственных векторов, принадлежащих собственному значению 6 рассмотрим матричное уравнение ( А – 6Е)Х = 
[image: image233.wmf]q

 или в координатной форме однородную систему линейных уравнений
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Ранг матрицы системы равен 2, поэтому система равносильна системе из двух уравнений 


[image: image235.wmf]î
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Фундаментальная система состоит из одного решения (-
[image: image236.wmf]1
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). Все собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image237.wmf]3
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= 6 записываются в виде 


[image: image238.wmf]g
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Пример. Найдите собственные векторы линейного оператора, заданного матрицей

А = 
[image: image240.wmf]÷
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а) над полем вещественных чисел;

б) над полем комплексных чисел.

а) Определитель матрицы (А - 
[image: image241.wmf]l

Е) равен -
[image: image242.wmf])
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. Характеристическое уравнение над полем вещественных чисел имеет один корень 2. Координаты собственных векторов найдем из системы


[image: image243.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

=

+

-

=

+

-

.

0

,

0

,

0

3

1

3

2

2

1

х

х

х

х

х

х


Фундаментальная система решений системы (1, 1, 1). Все собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image244.wmf]l

 = 2 записываются в виде 
[image: image245.wmf]a

(1, 1, 1).

б) Характеристическое уравнение над комплексных чисел имеет три корня 
[image: image246.wmf]1
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 = 2, 
[image: image247.wmf]2
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. Все собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image249.wmf]l

 = 2 записываются в виде 
[image: image250.wmf]a

(1, 1, 1).

Для 
[image: image251.wmf]2
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 координаты собственных векторов найдем из системы:
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С помощью элементарных преобразований получим эквивалентную систему:
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Фундаментальная система решений состоит из одного решения:


[image: image254.wmf],
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Таким образом, все собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image256.wmf]2
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[image: image257.wmf]b



 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf],
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Аналогично получим, что все собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image260.wmf]2
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[image: image261.wmf]g



 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf],
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Упражнения

1) Докажите, что линейный оператор 
[image: image264.wmf]j

 невырожденный тогда и только тогда, когда не имеет собственного значения нуль.

2) Докажите, что если 
[image: image265.wmf]j

 – невырожденный линейный оператор, то 
[image: image266.wmf]j

 и 
[image: image267.wmf]1

-

j

имеют одни и те же собственные векторы.

3) Пусть 
[image: image268.wmf]]
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 EMBED Equation.3  [image: image269.wmf]и 
[image: image270.wmf]x
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[image: image271.wmf]q
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. Докажите, что х – собственный вектор и линейного оператора 
[image: image272.wmf]).
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 EMBED Equation.3  [image: image273.wmf]
4) Оператор называется нильпотентным, если в некоторой степени равен нулевому. Докажите, что нильпотентный линейный оператор не имеет отличных от нуля собственных значений.

5) Найдите собственные векторы линейного оператора дифференцирования на пространстве, натянутом на cos t и sin t.
6) Докажите, что множество всех собственных векторов линейного оператора 
[image: image274.wmf]j

, принадлежащих одному и тому же собственному значению, если его пополнить нулевым вектором, является подпространством линейного пространства. Оно называется собственным подпространством линейного оператора 
[image: image275.wmf]j

, соответствующим этому собственному значению.

7) Докажите, что сумма собственных подпространств прямая.

8) Докажите, что матрица линейного оператора в базисе диагональная тогда и только тогда, когда все векторы базиса являются собственными векторами этого линейного оператора.

9) Докажите, что если все собственные значения линейного оператора различны и принадлежат полю K, то существует базис, в котором матрица этого линейного оператора диагональная.

10) Докажите, что 
[image: image276.wmf]j

Ker

 и 
[image: image277.wmf]j

Im

 – инвариантные подпространства.

11) Найдите собственные векторы линейного оператора, заданного матрицей:

А = 
[image: image278.wmf]÷
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Ответ. Собственные векторы, принадлежащие собственному значению 
[image: image279.wmf]1

l

 = 
[image: image280.wmf]2

l

 = 
[image: image281.wmf]3

l

= 
[image: image282.wmf]4

l

 = 3, образуют двумерное пространство с базисом (1, 0, 0, -1) и (0, 0, 1, 0) (выбор базиса неоднозначен).

§4.1.6. Самосопряженный линейный оператор

Пусть 
[image: image283.wmf]j

 и 
[image: image284.wmf]*

j

– линейные операторы, действующие в евклидовом пространстве Е. Линейный оператор 
[image: image285.wmf]*

j

 называется сопряженным с линейным оператором 
[image: image286.wmf]j

, если для любых двух векторов а и b из Е
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Теорема. Для любого линейного оператора 
[image: image288.wmf]j

, действующего в евклидовом пространстве Е, существует и притом единственный сопряженный ему линейный оператор 
[image: image289.wmf]*

j

.

Доказательство следует из свойств скалярного произведения. ■
Свойства сопряжения

1) 
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5) 
[image: image295.wmf]*
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6) если линейный оператор невырожден, то 
[image: image296.wmf]1
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[image: image297.wmf]m
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 для любого целого неотрицательного m.
В силу свойства один линейные операторы
[image: image298.wmf]j

 и 
[image: image299.wmf]*
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 сопряжены друг другу. Свойство 3 в комплексном евклидовом пространстве приобретает вид
[image: image300.wmf]*
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Теорема. Если А – матрица линейного оператора 
[image: image301.wmf]j

 в некотором ортонормированном базисе, то 
[image: image302.wmf]Т

А

 – матрица линейного оператора 
[image: image303.wmf]*

j

в этом же базисе.

Доказательство. Пусть 
[image: image304.wmf].
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 Тогда 
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. Отсюда, aij = bji  для всех i, j;
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[image: image307.wmf]£

 i, j  
[image: image308.wmf]£

 n. ■

Если
[image: image309.wmf]j

 = 
[image: image310.wmf]*

j

, то линейный оператор 
[image: image311.wmf]j

 называется самосопряженным.

Теорема. Матрица самосопряженного линейного оператора в ортонормированном базисе симметрична.

Доказательство. 
[image: image312.wmf]j

 = 
[image: image313.wmf]*
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Теорема. Если матрица линейного оператора в некотором ортонормированном базисе симметрична, то линейный оператор самосопряженный.

Доказательство. Дано:
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На базисных векторах линейный оператор ведет себя как самосопряженный. Пусть 
[image: image316.wmf]å
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С другой стороны 
[image: image317.wmf]å
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. Правые части равны, поэтому равны и левые части, следовательно, (
[image: image318.wmf])
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 для любых векторов а и b из Е. Это означает, что 
[image: image319.wmf]j

 – самосопряженный линейный оператор. ■

Теорема. Собственные векторы самосопряженного линейного оператора, принадлежащие различным собственным значениям, ортогональны.

Доказательство. Пусть 
[image: image320.wmf]2
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Правые части этих равенств равны, так как линейный оператор 
[image: image322.wmf]j

 самосопряжен, поэтому равны и левые, т.е. 
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 ввиду того, что 
[image: image324.wmf].
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Теорема. Корни характеристического многочлена симметрической матрицы с действительными коэффициентами действительны.

Доказательство. Пусть 
[image: image325.wmf]l

 – корень характеристического многочлена матрицы А с действительными коэффициентами. Тогда существует ненулевое решение 
[image: image326.wmf]n
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 однородной системы линейных уравнений с матрицей 
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 или после суммирования всех равенств 
[image: image332.wmf]å
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. В этом равенстве перейдем к сопряженным величинам 
[image: image333.wmf]å

å

å

=

=

=

=

n

i

n

j

n

i

i

i

i

j

ij

x

x

х

x

a

1

1

1

l

. В силу симметричности матрицы А левые части двух последних равенств равны, поэтому равны и правые части, поэтому 
[image: image334.wmf]R
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Теорема. Для любой симметрической матрицы A с действительными элементами найдется ортогональная матрица Q , для которой матрица Q-1AQ диагональная.

Доказательство проведем методом полной математической индукции по порядку n матрицы А. Матрицу А рассматриваем как матрицу линейного оператора 
[image: image335.wmf]j

 в некотором ортонормированном базисе n-мерного евклидового пространств. Пусть с1 – собственный вектор линейного оператора 
[image: image336.wmf]j

, принадлежащий собственному значению 
[image: image337.wmf]l

. Он существует, так как все характеристические корни матрицы А действительны. Считаем, что вектор с1 нормирован и включим его в ортонормированный базис с1,  с2, …, сn евклидова пространства. Подпространство, натянутое на векторы с2, …, сn, инвариантно относительно 
[image: image338.wmf]j

 и по гипотезе индукции в нем существует базис, в котором матрица линейного оператора, индуцированного линейным оператором 
[image: image339.wmf]j

, диагональна. Тогда матрица линейного оператора 
[image: image340.wmf]j

 в базисе с1,  с2, …, сn диагональна. Матрица Q перехода от первоначального базиса к базису с1,  с2, …, сn искомая. ■
Упражнения

1) Линейный оператор А унитарного (комплексного евклидового) пространства называется нормальным, если 
[image: image341.wmf]..
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 Докажите, что линейный оператор нормален тогда и только тогда, когда для него существует ортонормированный базис из собственных векторов.

2) Линейный оператор U унитарного пространства называется унитарным, если 
[image: image342.wmf].
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 Докажите, что нормальный оператор унитарен тогда и только тогда, когда все его собственные значения по модулю равны единице.

3) Линейный оператор Н унитарного пространства называется эрмитовым, если 
[image: image343.wmf]Н

Н
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. Линейный оператор K унитарного пространства называется косоэрмитовым, если 
[image: image344.wmf]K
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·

. Докажите, что нормальный оператор эрмитов тогда и только тогда, когда все его собственные значения действительны.

4) Эрмитов оператор H унитарного пространства называется неотрицательным, если 
[image: image345.wmf]0

)

,

(

³

x

Hx

 для любого ненулевого вектора х. Докажите, что эрмитов оператор неотрицательный тогда и только, когда все собственные значения этого оператора неотрицательны.

5) Эрмитов оператор H унитарного пространства называется положительно определенным, если 
[image: image346.wmf]0
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 для любого ненулевого вектора х. Докажите, что эрмитов оператор положительно определен тогда и только, когда все собственные значения этого оператора положительны.

6) Докажите, что для любого линейного оператора, действующего в унитарном пространстве, существует эрмитово разложение

[image: image347.wmf]2
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, где Н1 и Н2 – эрмитовы операторы, 
[image: image348.wmf])
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7) Докажите, что если А – нормальный оператор, то нормальны также линейные операторы 
[image: image349.wmf]а

l

 для любой константы 
[image: image350.wmf]l

, 
[image: image351.wmf]k

A

для любого натурального k, f(A) для любого многочлена f(t), 
[image: image352.wmf]1
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А

для невырожденного оператора А, 
[image: image353.wmf]·
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.
8) Для любого линейного оператора А унитарного пространства существует полярное разложение в виде произведения неотрицательного и унитарного операторов. Докажите это.

9) Докажите, что ядро нормального оператора является ортогональным дополнением к его образу.

10) Докажите, что инвариантное подпространство нормального оператора инвариантно и относительно 
[image: image354.wmf]·
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§4.1.7. Группа ортогональных матриц

Матрица R называется ортогональной, если R-1 = RT.

Теорема. Матрица ортогональна тогда и только тогда, когда сумма квадратов элементов ее строки равна единице, а сумма произведений соответствующих элементов разных строк равна нулю.

Доказательство. Необходимость следует из равенства RRT = I и из правила умножения матриц строка на столбец. Если же сумма квадратов элементов ее строки равна единице, а сумма произведений соответствующих элементов разных строк равна нулю, то RRT = I 
[image: image355.wmf]Þ

 R-1 = RT. ■
Теорема. Матрица ортогональна тогда и только тогда, когда сумма квадратов элементов ее столбца равна единице, а сумма произведений соответствующих элементов разных столбцов равна нулю.

Доказательство проводится аналогично. ■

Упражнения

1) Докажите, что ортогональные матрицы одного порядка образуют мультипликативную группу.

2) Пусть А – комплексная 
[image: image356.wmf]-
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матрица. Матрица 
[image: image357.wmf]·
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строения 
[image: image358.wmf]m
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 называется сопряженной по отношению к матрице А, если для всех i, j 
[image: image359.wmf]ji
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в) 
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д) 
[image: image365.wmf]*
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е) если линейный оператор невырожден, то 
[image: image366.wmf]1
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 для любого целого неотрицательного m.

ж) 
[image: image368.wmf]m
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 для любого целого m, если матрица А невырожденная;

з) если f(t) = 
[image: image369.wmf]n
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– произвольный многочлен, то 
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[image: image371.wmf]f
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3) Матрица А называется нормальной, если 
[image: image373.wmf]..
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 Докажите, что в нормальной матрице скалярное произведение строк i и j равно скалярному произведению столбцов i и  j.
4) Докажите, что в ортонормированном базисе унитарного пространства матрица нормального оператора нормальна. Обратно, нормальная матрица задает в ортонормированном базисе нормальный оператор.

5) Проверьте, что матрицы нормальные и для каждой найдите ортонормированный базис из собственных векторов
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6) Матрица U называется унитарной, если 
[image: image378.wmf].
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 Докажите, что матрица унитарна тогда и только тогда, когда все ее собственные значения по модулю равны единице.

7) Докажите, что унитарные матрицы одного порядка образуют мультипликативную группу.

§4.1.8. Ортогональный линейный оператор

Если 
[image: image379.wmf])
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, то будем говорить, что линейный оператор
[image: image380.wmf]j

 сохраняет скалярное произведение векторов а и b, а если
[image: image381.wmf])
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, то будем говорить, что линейный оператор 
[image: image382.wmf]j

 сохраняет скалярный квадрат вектора а. Линейный оператор называется ортогональным, если сохраняет скалярный квадрат любого вектора из евклидова пространства.

Теорема. Линейный оператор 
[image: image383.wmf]j

 ортогонален тогда и только тогда, когда сохраняет скалярное произведение для любой пары векторов евклидова пространства.

Доказательство. Дано:  
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С другой стороны,
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Теорема. Матрица ортогонального линейного оператора в ортонормированном базисе ортогональна.

Доказательство. Пусть 
[image: image387.wmf]n
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 – ортонормированный базис Е. Каждый элемент 
[image: image388.wmf])
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 можно записать в виде линейной комбинации векторов базиса
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С одной стороны 
[image: image390.wmf]ij
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 в силу того, что линейный оператор 
[image: image391.wmf]j

 ортогональный и базис ортонормированный. С другой стороны, если это же скалярное произведение запишем в координатной форме, то получим 
[image: image392.wmf]ij
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, а это означает, что матрица ортогональна. ■

Теорема. Если матрица линейного оператора в некотором ортонормированном базисе ортогональна, то линейный оператор ортогонален.

Доказательство. Дано: 
[image: image393.wmf]).
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На базисных векторах линейный оператор ведет себя как ортогональный. Следовательно, (
[image: image394.wmf])
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 для любых векторов а и b из Е. Это означает, что 
[image: image395.wmf]j

 – ортогональный линейный оператор. ■
Упражнения

1) Является ли ортогональным линейный оператор 
[image: image396.wmf]j

, действующий на векторы ортонормированного базиса по формулам
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[image: image401.wmf]3

2

1

3

3

2

1

2

3

2

1

1

2

2

2

)

(

,

2

2

)

(

,

2

2

)

(

е

е

е

е

е

е

е

е

е

е

е

е

+

-

=

-

+

=

+

+

=

j

j

j

;

е) 
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2) Докажите, что если два вектора евклидова пространства имеют одну длину, то существует ортогональный линейный оператор, переводящий один вектор в другой.

3) Пусть даны две системы векторов x1,…,xk  и y1,…,yk евклидова пространства. Для того, чтобы существовал ортогональный линейный оператор 
[image: image403.wmf]j

, для которого 
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, необходимо и достаточно, чтобы матрицы Грамма обеих систем векторов совпадали: 
[image: image405.wmf]k
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4) Докажите, что ортогональное дополнение к линейному подпространству, инвариантному относительного ортогонального линейного оператора, также инвариантно относительно этого оператора.
5) Докажите эквивалентность следующих утверждений
а) линейный оператор 
[image: image406.wmf]j

 ортогонален;

б) 
[image: image407.wmf]j

j

·

 – тождественное отображение;

в) линейный оператор 
[image: image408.wmf]j

 невырожденный и обратный линейный оператор 
[image: image409.wmf]1
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 совпадает с 
[image: image410.wmf]j

;

г) линейный оператор 
[image: image411.wmf]·
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ортогонален;

д) 
[image: image412.wmf]·
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 – тождественное отображение.
6) Найдите ортонормированный базис собственных векторов и матрицу в этом базисе для линейного оператора, заданного в некотором ортонормированном базисе матрицей А
а)                                            б)
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7) Образуют ли подгруппу в группе всех ортогональных операторов евклидова пространства

а) подмножество операторов с определителем 1;

б) подмножество операторов с определителем -1?

Глава 4.2. Квадратичные формы

Большой раздел геометрии составляет теория линий и поверхностей второго порядка. Многочисленные приложения потребовали создания более общей теории – теории квадратичных форм над кольцами и полями. Познакомимся с началами этой теории над полем действительных чисел.

§4.2.1. Матричная запись квадратичной формы

Квадратичной формой называется сумма 
[image: image415.wmf]å
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Подробнее эту сумму можно записать так:
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Матрицей квадратичной формы называется матрица А с элементами 
[image: image418.wmf]n
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, составленная из ее коэффициентов. Главное ее свойство – она симметрическая.

Пример. Найдите матрицу квадратичной формы 
[image: image419.wmf]1

3

3

2

2

6

2

x

x

x

x

x

x

f

x

+

-

=

.

Так как в сумме нет слагаемых с 
[image: image420.wmf]2
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 то а11 = а22 = а33 = 0. Так как 2а12 = 2, 2а13 = 2,  2а23  = -6, то а12 = 1, а13 =1,  а23  = -3.

Ответ:
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Пусть Х = (
[image: image423.wmf]n
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)Т – столбец, составленный из переменных, А – матрица квадратичной формы f.

Теорема. 
[image: image424.wmf]AX
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 (матричная запись квадратичной формы).

Доказательство.
АХ = 
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Умножая обе части матричного равенства на матрицу ХТ слева, в правой части получим f. ■
Формулы 
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 называются линейным преобразованием неизвестных с матрицей 
[image: image427.wmf])
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. Обозначая через Х столбец из неизвестных 
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, а через Y – столбец из неизвестных 
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, запишем линейное преобразование в виде матричного равенства

X = QY.

Последовательное выполнение линейных преобразований с матрицами Q и R есть линейное преобразование неизвестных с матрицей QR, Если матрица линейного преобразования неизвестных невырожденная, то линейное преобразование называется невырожденным. Для невырожденной матрицы существует обратная, поэтому невырожденное линейное преобразование обратимо: Y = Q-1X.

Так как произведение невырожденных матриц – невырожденная матрица, то последовательное выполнение невырожденных линейных преобразований есть невырожденное линейное преобразование.

Теорема. Если квадратичную форму 
[image: image430.wmf]AX
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 подвергнуть линейному преобразованию X = QY с матрицей Q, то матрица преобразованной квадратичной формы равна QTAQ.
Доказательство. 
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Следствие. Знак определителя матрицы квадратичной формы при невырожденном линейном преобразовании не меняется.

Доказательство. В равенстве det QTAQ =det A det2Q по условию det2Q 
[image: image433.wmf]¹

0, а поэтому число положительное. Следовательно, числа  det QTAQ и det A одного знака.

Упражнения

1) Докажите, что если матрица Q невырождена, то ранги матриц A и QTAQ равны.

2) Найдите матрицы квадратичных форм 
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§4.2.2. Теорема Лагранжа

Теорема. Любую квадратичную форму с помощью невырожденного линейного преобразования неизвестных можно привести к виду, в котором коэффициент при квадрате первой переменной отличен от нуля. 

Доказательство. Рассмотрим квадратичную форму 
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 Если а11 
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0, то утверждение доказано. Если а11 = 0, но, скажем а22 
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0, то изменим нумерацию неизвестных:

x1 = y2, x2 = y1, x3 = y3, … xn = yn.

Матрица этого линейного преобразования имеет вид:
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невырожденная, так ее определитель равен -1. В преобразованной квадратичной форме коэффициент при у
[image: image442.wmf]2
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Пусть теперь коэффициенты при квадратах всех переменных равны нулю, но а12 
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0. Тогда невырожденное линейное преобразование
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приводит квадратичную форму к виду, в котором коэффициент при у
[image: image445.wmf]2
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отличен от нуля. Если же коэффициенты при квадратах всех переменных равны нулю и а12 = 0, но 
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0, то изменив нумерацию переменных, сведем задачу к предыдущему случаю. ■

Квадратичная форма имеет канонический вид, если в ее записи нет слагаемых с произведениями неизвестных, т. е. 
[image: image448.wmf]2

2

2

2

2

1

1

...

n

n

x

a

x

a

x

a

f

+

+

+

=

.

Теорема. (Лагранжа). Любую квадратичную форму с помощью невырожденного линейного преобразования неизвестных можно привести к каноническому виду.

Доказательство. С помощью невырожденного линейного преобразования приведем квадратичную форму f  к виду, в котором  а11
[image: image449.wmf]¹

0. Все слагаемые, содержащие х1, соберем в одну скобку и дополним эту скобку до полного квадрата, получим
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где оставшиеся слагаемые образуют квадратичную форму g(x2, …,xn) от неизвестных х2, …, хn. Невырожденное линейное преобразование неизвестных
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приводит квадратичную форму к виду
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Повторив рассуждения, с учетом того, что последовательное выполнение невырожденных линейных преобразований вновь невырожденное линейное преобразование, получим утверждение теоремы. ■
Пример. Приведите с помощью невырожденного линейного преобразования неизвестных к каноническому виду квадратичную форму f =
[image: image453.wmf]3
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Линейное преобразование 
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приводит квадратичную форму к виду 
[image: image455.wmf].
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 А линейное преобразование 
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 приводит к виду
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. Найдем сквозное линейное преобразование 
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[image: image459.wmf]3
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. Оно невырожденное, так как определитель матрицы линейного преобразования
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равен – 2, то оно невырожденное.

Ответ: невырожденное линейное преобразование неизвестных 
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 приводит форму к каноническому виду 
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Квадратичная форма с действительными коэффициентами имеет нормальный вид, если в ее записи нет слагаемых с произведениями неизвестных, а квадраты переменных входят с коэффициентами 1 или -1 или совсем не входят. После изменения нумерации переменных нормальный вид можно переписать так: вначале идут коэффициенты 1, затем -1, а затем нули,
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Теорема. Любую квадратичную форму с помощью невырожденного линейного преобразования неизвестных можно привести к нормальному виду.

Доказательство. Ограничимся доказательством возможности преобразования канонического вида 
[image: image464.wmf]2
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 в нормальный вид с помощью невырожденного линейного преобразования:
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Упражнения

1) Приведите к каноническому виду методом Лагранжа квадратичные формы:

а)
[image: image468.wmf]2
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2) Приведите к каноническому виду квадратичные формы при всевозможных действительных 
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§4.2.3. Закон инерции

Теорема. (закон инерции действительных квадратичных форм)
Число положительных и число отрицательных квадратов в нормальном виде, к которому приводится квадратичная форма невырожденным линейным преобразованием, не зависит от выбора преобразования.

Доказательство. Пусть квадратичная форма f(x1, …, xn) невырожденными линейными преобразованиями неизвестных
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приведена к двум нормальным видам:
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Предположим, что k < s и составим систему n – s + k < n линейных однородных уравнений
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Число уравнений в этой системе меньше числа неизвестных, поэтому система имеет ненулевое решение 
[image: image483.wmf])
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. Подставим числа этого решения в формулы преобразования (2) вместо переменных и предположим, что все полученные значения 
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Однородная система линейных уравнений, определитель которой отличен от нуля, по теореме Крамера имеет единственное решение – нулевое. Но среди чисел 
[image: image486.wmf]i
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 есть отличные от нуля. Получили противоречие. Числа 
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 равны нулю по условию, следовательно, хотя бы одно из чисел 
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[image: image489.wmf]0

)

(

...

)

(

)

(

2

2

1

>

+

+

=

a

a

a

s

z

z

f

. Но в то же время 
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. Противоречие. Следовательно, наше предположение, что k < s, неверно. Аналогично приводит к противоречию предположение, что  k > s. Поэтому k = s. Если же полученное утверждение применим к квадратичной форме -f, то получим, что l = t. ■
Число s положительных квадратов в нормальном виде, к которому приводится квадратичная форма невырожденным линейным преобразованием, называется положительным индексом инерции этой формы. Число t отрицательных квадратов называется отрицательным индексом инерции. Число r = s + t называется рангом квадратичной формы. Оно равно рангу матрицы квадратичной формы. Число s – t называется сигнатурой квадратичной формы.
Упражнения

1) Докажите, что две квадратичные формы переводятся друг в друга невырожденными линейными преобразованиями тогда и только тогда, когда имеют одинаковые индексы инерции.

2) Квадратичная форма имеет наперед заданный канонический вид тогда и только тогда, когда ее положительный индекс инерции равен числу положительных коэффициентов в этом каноническом виде, а отрицательный индекс инерции равен числу отрицательных коэффициентов.

3) Квадратичная форма называется распадающейся, если ее можно представить в виде произведения двух линейных форм. Для того, чтобы квадратичная форма распадалась необходимо и достаточно, чтобы ее ранг был не выше одного или оба индекса инерции равны по одному. Докажите это.

4) Вычислите индексы инерции для квадратичных форм
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§4.2.4. Положительно определенные квадратичные формы

Квадратичная форма от n неизвестных называется положительно определенной, если ее ранг равен положительному индексу инерции и равен числу неизвестных. 

Теорема. Квадратичная форма положительно определена тогда и только тогда, когда на любом ненулевом наборе значений переменных принимает положительные значения.

Доказательство. Пусть квадратичная форма f(x1, …, xn) невырожденным линейным преобразованием неизвестных
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приведена к нормальному виду
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Для любого ненулевого набора 
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 значений переменных  x1, …, xn хотя бы одно из чисел 
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[image: image498.wmf]0

)

(

...

)

(

)

(

2

2

1

>

+

+

=

a

a

a

n

y

y

f

. Необходимая теорема доказана.

Предположим, что квадратичная форма f(x1, …, xn) принимает положительные значения на любом ненулевом наборе переменных, но ее положительный индекс инерции s < n. Невырожденным линейным преобразованием неизвестных
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приведем ее к нормальному виду. Без ограничения общности можно считать, что в этом нормальном виде квадрат последней переменной либо отсутствует, либо входит в нее со знаком минус, т.е. 
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, где c = 0 или -1. Предположим, что 
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 – ненулевой набор значений переменных x1, …, xn, полученный в результате решения системы линейных уравнений
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В этой системе число уравнений равно числу переменных и определитель системы отличен от нуля. По теореме Крамера система имеет единственное решение, и оно ненулевое. Для этого набора
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С помощью этого критерия нельзя по коэффициентам установить положительно определена ли квадратичная форма. Ответ на такой вопрос дает другая теорема, для формулировки которой введем еще одно понятие. Главные диагональные миноры матрицы A = (aij) – это миноры, расположенные в ее левом верхнем углу:

a11, 
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Теорема. Квадратичная форма положительно определена тогда и только тогда, когда все ее главные диагональные миноры положительны.

Доказательство проведем методом полной математической индукции по числу n переменных квадратичной формы f. База индукции есть в силу того, что квадратичная форма ах2 от одной переменной положительно определена тогда и только тогда, когда a > 0.

Гипотеза индукции. Предположим, что для квадратичных форм с числом переменных < n утверждение верно.

Рассмотрим квадратичную форму 
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от n переменных. Соберем в одну скобку все слагаемые, содержащие xn. Оставшиеся слагаемые образуют квадратичную форму 
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 от n – 1 переменных. По гипотезе индукции для нее утверждение верно.

Предположим, что квадратичная форма f положительно определена. Тогда и квадратичная форма 
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 положительно определена. Если предположим, что это не так, то найдется ненулевой набор значений переменных (
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, а это противоречит тому, что квадратичная форма f положительно определена. По гипотезе индукции все главные диагональные миноры квадратичной формы 
[image: image513.wmf]j

 положительны, т.е. все первые n – 1 главные миноры квадратичной формы f положительны. Последний главный минор квадратичной формы f – это определитель ее матрицы. Этот определитель положителен, так как его знак совпадает со знаком матрицы ее нормального вида, т.е. со знаком определителя единичной матрицы.

Пусть все главные диагональные миноры квадратичной формы f положительны, Тогда положительны все главные диагональные миноры квадратичной формы 
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 из равенства 
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. По гипотезе индукции квадратичная форма 
[image: image516.wmf]j

 положительно определена, поэтому существует невырожденное линейное преобразование переменных x1, …, xn -1, которое приводит форму 
[image: image517.wmf]j

 к виду суммы n -1 квадратов новых переменных 
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. Это линейное преобразование можно дополнить до невырожденного линейного преобразования всех переменных x1, …, xn -1, xn, полагая xn = уn. Квадратичная форма этим преобразованием приводится к виду
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Дополним до полного квадрата слагаемые с 
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Невырожденное линейное преобразование
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приводит квадратичную форму f к каноническому виду 
[image: image523.wmf]2
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. Определитель матрицы этого канонического вида равен с и знак с совпадает со знаком определителя матрицы квадратичной формы f, который положителен по условию. Из того, что c > 0 следует, что положительный индекс квадратичной формы f равен n, т.е. форма f положительно определена. ■

Упражнения

1) Докажите, что квадратичная форма положительно определена тогда и только тогда, когда все корни характеристического многочлена ее матрицы положительны.

2) Квадратичная форма от n неизвестных называется отрицательно определенной, если ее ранг равен отрицательному индексу инерции и равен числу неизвестных. Докажите, что квадратичная форма отрицательно определена тогда и только тогда, когда на любом ненулевом наборе значений переменных принимает отрицательные значения.

3) Квадратичная форма от n неизвестных называется неотрицательной, если ее ранг равен положительному индексу инерции. Докажите, что квадратичная форма неотрицательна тогда и только тогда, когда на любом ненулевом наборе значений переменных принимает неотрицательные значения.

4) Квадратичная форма от n неизвестных называется неположительной, если ее ранг равен отрицательному индексу инерции. Докажите, что квадратичная форма неположительная тогда и только тогда, когда на любом ненулевом наборе значений переменных принимает неположительные значения.

§4.2.5. Приведение квадратичной формы к главным осям

Теорема. (о приведении квадратичной формы к главным осям). Любую квадратичную форму с помощью ортогонального преобразования переменных можно привести к каноническому виду.

Доказательство. Матрица А квадратичной формы симметрична, а для симметричной матрицы найдется ортогональная матрица Q такая, что матрица Q- 1AQ  диагональна. Подвергнув квадратичную форму ортогональному преобразованию с матрицей Q, мы приведем ее к каноническому виду. ■
Теорема. Квадратичная форма с помощью ортогонального преобразования переменных приводится к каноническому виду, коэффициентами которого являются корни характеристического многочлена матрицы квадратичной формы, взятые с их кратностями.

Доказательство. Пусть квадратичная форма f некоторым ортогональным преобразованием переменных приведена к каноническому виду
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Легко видеть, что ортогональное преобразование оставляет инвариантной сумму квадратов переменных, поэтому
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Квадрат определителя ортогональной матрицы равен 1. А определитель матрицы преобразованной квадратичной формы отличается от определителя матрицы исходной квадратичной формы на квадрат определителя матрицы линейного преобразования. Отсюда,
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Следствие. Для любой ортогональной матрицы, приводящей к диагональному виду симметрическую матрицу, на главной диагонали полученной диагональной матрицы располагаются характеристические корни симметрической матрицы, взятые с их кратностями.
Пример. Приведите к главным осям квадратичную форму
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Матрица квадратичной формы имеет вид

А = 
[image: image528.wmf]÷
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Найдем ее характеристический многочлен
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Матрица А имеет трехкратный характеристический корень 1 и простой характеристический корень – 3. Таким образом,
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канонический вид, к которому квадратичная форма приводится ортогональным преобразованием.

Для нахождения ортогонального преобразования, осуществляющего это приведение, необходимо найти собственные векторы линейного оператора, матрицей которого в некотором ортонормированном базисе является матрица А. При 
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 для этого надо решить однородную систему линейных уравнений


[image: image532.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

+

+

-

=

+

-

-

=

+

-

-

=

-

+

+

-

.

0

,

0

,

0

,

0

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х

х


Ранг системы равен 1 и поэтому фундаментальная система решений состоит из трех решений. Например,

b1 = (1, 1, 0, 0),

b2 = (1, 0, 1, 0),

b3 = (-1, 0, 0, 1).

Ортогонализируя эту систему, получим

с1 = b1 = (1, 1, 0, 0),

с2 = 
[image: image533.wmf]2
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 , 1, 0),

с3 =
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При 
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 надо решить однородную систему линейных уравнений
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Ранг системы равен 3 и поэтому фундаментальная система решений состоит из одного решения. Например, с4 = (1, -1, -1, 1).

Нормируя ортогональную систему векторов с1, с2, с3, с4, получим ортонормированную систему векторов
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Таким образом, форма приводится к главным осям ортогональным преобразованием:
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Следует отметить, что ответ неоднозначен.

§4.2.6. Билинейная форма

Функция f(x, y): V × V 
[image: image545.wmf]®

 K называется билинейной формой, если для любых x, y, z из линейного пространства V/ K и любого 
[image: image546.wmf]K
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 выполняются соотношения

f(x+ y, z) = f(x, z) + f(y, z),

f(x, y + z) = f(x, y) + f(x, z),

f(
[image: image547.wmf]l

x, y) = 
[image: image548.wmf]l

 f(x, y),

f(x, 
[image: image549.wmf]l

y) = 
[image: image550.wmf]l

 f(x, y).

Иными словами, билинейная форма – это функция двух векторных аргументов, линейная по каждому аргументу. 

Свойства билинейной формы

1) f(x- y, z) = f(x, z) - f(y, z),

2) f(x, y - z) = f(x, y) - f(x, z),

3) f(
[image: image551.wmf]q

, y) = 0, 

4) f(х, 
[image: image552.wmf]q

) = 0.

Билинейная форма называется симметричной, если для любых векторов линейного пространства

f(x, y) = f(у, х).

Билинейная форма называется кососимметричной, если для любых векторов линейного пространства

f(x, y) = - f(у, х).

Пример. Пусть А – квадратная матрица порядка n, а  e1, e2, …, en – базис линейного пространства V/K, x = 
[image: image553.wmf]å
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– билинейная форма, где 
[image: image556.wmf]ij

a

– элементы матрицы А.
Если f(x, y) – билинейная форма, e1, e2, …, en – базис линейного пространства V/K, x = 
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. Обозначим через Х столбец из координат вектора х, а через Y – столбец из координат вектора у и пусть

А = 
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Квадратная матрица А называется матрицей билинейной формы f(x, y). Билинейную форму можно записать в матричном виде:

f(x, y) = ХТАY.

Билинейная форма называется симметричной, если для любых векторов линейного пространства

f(x, y) = f(у, х).

Билинейная форма называется кососимметричной, если для любых векторов линейного пространства

f(x, y) = - f(у, х).

Теорема. Билинейная форма симметрична тогда и только тогда, когда ее матрица в любом базисе симметрична.
Доказательство. Если билинейная форма f(x, y) симметрична, то 
[image: image563.wmf])
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 для элементов любого базиса, а это и означает, что матрица А симметрична.

Пусть матрица А билинейной формы f(x, y) в базисе e1, e2, …, en симметрична, f(x, y) = ХТАY, f(у, х) = YТАХ. Тогда f(x, y) = ХТАY = (ХТАY)Т = YТАТ(ХТ)Т) = YТАХ. Равенство ХТАY = (ХТАY)Т следует из того, что матрица ХТАY  первого порядка, проще говоря – элемент линейного пространства. ■
Матрица А называется кососимметричной, если АТ = -А. Нетрудно доказать, что билинейная форма кососимметричная тогда и только тогда, когда ее матрица в любом базисе кососимметричная.

Теорема. Любую билинейную форму можно представить в виде суммы симметричной и кососимметричной.

Доказательство. Для билинейной формы f(x, y) рассмотрим билинейные формы
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Очевидно, что первая из них симметричная, вторая – кососимметричная, а в сумме они дают форму f(x, y). ■
Для билинейной формы f(x, y) и векторов u1, u2, …, un  матрицей Грама называется матрица

Г(u1, u2, …, un ) =
[image: image568.wmf]÷
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Теорема. Если векторы u1, u2, …, un линейно зависимы, то матрица Грамма вырожденная.

Доказательство. Пусть 
[image: image569.wmf]q
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– нетривиальная линейная зависимость векторов u1, u2, …, un. Тогда линейная комбинация строк матрицы Грамма с коэффициентами 
[image: image570.wmf]n
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 – нулевая стока, а так как среди коэффициентов есть отличные от нуля, то строки линейно зависимы. ■
Пример. Пусть e1, e2, e3 – базис трехмерного пространства V,

x = 
[image: image571.wmf]å

=

3

1

i

i

i

e

x

, y = 
[image: image572.wmf]å

=

3

1

i

i

i

e

y

, Х =(х1, х2, х3)Т, Y =(y1, y2, y3)Т; A = 
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Для билинейной формы  f(x, y) = -x1y1 + x2y2 = XTAY матрица А – матрица Грамма системы векторов e1, e2, e3. Векторы линейно независимы, а матрица Грамма вырождена. Этот пример показывает, что утверждение обратной теоремы для только что доказанной неверно.

Квадратичной формой называется функция f(x, х) одного векторного аргумента х, которая получается из симметричной билинейной формы f(x, y) при х = у. Легко видеть, что это определение вполне согласуется с тем, которым мы пользовались в предыдущих параграфах.
Задача. Найдите матрицу билинейной формы и запишите соответствующую ей квадратичную форму

f(x, y) = 
[image: image574.wmf].

3

3

2

3

1

3

1

2

3

2

3

1

2

1

7

3

7

3

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

+

+

-

+

+

-


Решение. 
[image: image575.wmf]Þ
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Матрица билинейной формы:
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Квадратичная форма: f(x, х) =
[image: image577.wmf]2
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Упражнения

1)  Если А – линейный оператор евклидова пространства V, то f(x, y) = (Ax, y), g(x, y) = (x, Ay) – билинейные формы. Докажите это.

2) Докажите, что билинейная форма f(x, y) = (Ax, y) симметрична тогда и только тогда, когда А – самосопряженный линейный оператор.

3) Пусть e1, e2, …, en и 
[image: image578.wmf]¢
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– базисы линейного пространства V, С – матрица перехода от первого базиса ко второму, А и 
[image: image579.wmf]А
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– матрицы билинейной формы в этих базисах. Докажите, что 
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4) Найдите матрицу билинейной формы и запишите соответствующую ей квадратичную форму а)
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5) Приведите с помощью невырожденного линейного преобразования переменных к каноническому виду (для которого матрица диагональная) билинейную форму:

а)
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в)
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6) Покажите, что функция


[image: image590.wmf]ò

-

=

1

1

)

(

)

(

)

,

(

dt

t

g

t

f

g

f

I


является симметричной билинейной формой в пространстве многочленов степени 
[image: image591.wmf]n

£

. Приведите ее к каноническому виду при n = 3.

7) Докажите, что ранг билинейной функции равен 1 тогда и только тогда, когда она является произведением двух ненулевых линейных функций.

8) Функция f(x, y) называется инвариантной относительно линейного оператора 
[image: image592.wmf]j

 линейного пространства V, если 
[image: image593.wmf])
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. Докажите, что все невырожденные линейные операторы, относительно которых функция f(x, y) инвариантна, образуют мультипликативную группу.

9) Найдите все линейные операторы двумерного линейного пространства, относительно которых инвариантна билинейная форма 
[image: image594.wmf].
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§4.2.7. Применение квадратичных форм к исследованию линий и поверхностей второго порядка

Общим уравнением второй степени называется уравнение 

F(x1, …, xn) = 0,                       (1)

где F(x1, …, xn) – многочлен второй степени от n переменных x1, …, xn. Многочлен F(x1, …, xn) можно представить в виде суммы квадратичной формы f, линейной формы (однородного многочлена первой степени) и свободного члена с. Если через А обозначить матрицу квадратичной формы f , через Х – столбец неизвестных x1, …, xn и через В – столбец из коэффициентов b1, b2, …, bn линейной формы, то в матричном виде многочлен F можно записать в виде

F(x1, …, xn) = ХТАХ + 2ХТВ + с.     (2)

При n = 2 уравнение (1) задает уравнение линии второго порядка на плоскости R2, а при n = 3 – уравнение поверхности второго порядка в пространстве R3. 

В аналитической геометрии для общего уравнения линии на плоскости или поверхности в пространстве ставится задача отыскания новой декартовой прямоугольной системы координат, в которой уравнение данной линии или поверхности принимает наиболее простой вид. Переход от одной декартовой прямоугольной системы координат к другой может быть осуществлен в два приема:

1) параллельный перенос начала координат в новую точку с сохранением направления осей;

2) поворот осей при сохранении начала.

Формулы параллельного переноса начала, выражающие старые координаты точки через ее новые координаты, имеют вид

xi = vi + yi, 1
[image: image595.wmf]n
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где vi – координаты нового начала относительно старой системы координат (n = 2 или 3). Если через Х мы обозначим столбец из старых координат xi, через Y – столбец новых координат yi и через V – столбец из старых координат нового начала, то формулы параллельного переноса можно записать в виде матричного равенства

X = V + Y.               (3)

Формулы поворота осей вокруг неподвижного начала в матричной форме могут быть записаны так

X = QY,             (4)

где Q – ортогональная матрица второго или третьего порядка.

Решим задачу упрощения уравнения при произвольном n. Уточним предъявляемые требования:

1) избавиться от слагаемых, содержащих произведения разных переменных;

2) если возможно, то избавиться от слагаемых первой степени;

3) если возможно, то избавиться от свободного члена.

Уравнение, полученное при соблюдении этих требований, называется каноническим.

Задача. При помощи преобразования  X = QY с ортогональной матрицей Q в многочлене ХТАХ + 2ХТВ + с нельзя избавиться от слагаемых, содержащих переменные в первой степени. Докажите это.

Решение. 
[image: image596.wmf]q
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. Если в многочлене

ХТАХ + 2ХТВ + с есть слагаемые первой степени, т.е. В 
[image: image597.wmf]q

¹

, то и в преобразованном многочлене они есть.

Задача. Всегда ли возможно при помощи преобразования X = V + Y в многочлене ХТАХ + 2ХТВ + с избавиться от слагаемых, содержащих переменные в первой степени?

Решение. Подвергнем многочлен преобразованию
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Как матрица квадратичной формы матрица А симметрична. Матрица 
[image: image599.wmf]AY
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 первого порядка и поэтому совпадает со своей транспонированной:
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Введем обозначение 
[image: image601.wmf].
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 В преобразованном многочлене
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первые степени отсутствуют, если столбец V удовлетворяет условию 
[image: image603.wmf]q
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. А это матричное уравнение относительно неизвестного столбца V не всегда разрешимо. При произвольном столбце В разрешимость можно гарантировать лишь при невырожденной матрице А. Если матричное уравнение разрешимо, то при помощи преобразования 
[image: image604.wmf]QZ
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 с ортогональной матрицей Q многочлен F приводится к каноническому виду. Этот случай соответствует в аналитической геометрии центральным линиям и поверхностям второго порядка.

Предположим, что уравнение 
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 не разрешимо относительно столбца V. Это может случиться только при невырожденной матрице А. Подвергнем переменные многочлена (2) ортогональному преобразованию, при котором квадратичная форма 
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примет канонический вид. Так как ранг r матрицы А меньше ее порядка, то число r квадратов переменных с отличными от нуля коэффициентами в каноническом виде меньше n и в результате преобразования многочлен примет вид:
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где 
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 Можно избавиться от первых степеней переменных 
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Многочлен примет вид


[image: image611.wmf].

,

2

...

1

2

1

2

2

1

1

å

å

=

+

=

-

=

+

+

+

+

=

r

i

i

i

n

r

j

j

j

r

r

a

c

d

d

z

a

z

z

F

l

l

l


После преобразования
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получим 
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получим канонический вид


[image: image616.wmf]1

2

2

1

1

2

...

+

+

+

+

=

r

r

r

w

w

w

F

m

l

l

.

Этот случай соответствует нецентральным линиям и поверхностям второго порядка.

Задача. Привести к каноническому виду уравнение линии:


[image: image617.wmf].

0

1

8

20

4

20

11

2

1

2

2

2

1

2

1

=

+

-

-

-

-

x

x

x

x

x

x


Решение. 
А = 
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Запишем матричное уравнение 
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 в виде системы линейных уравнений


[image: image622.wmf]î

í

ì

=

-

-

=

-

.

4

4

10

,

10

10

11

2

1

2

1

v

v

v

v


Система крамеровского типа имеет единственное решение 
[image: image623.wmf],
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 линия имеет единственный центр. После параллельного переноса начала системы координат в этот центр
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уравнение линии примет вид
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Совершим ортогональное преобразование Y = QZ (поворот системы координат), приводящее квадратичную форму f = 
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Составим и решим характеристическое уравнение матрицы А:
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Его корни 
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После применения ортогонального преобразования Y = QZ к уравнению 
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Это каноническое уравнение гиперболы.

Найдем матрицу Q ортогонального преобразования переменных. Для этого прежде всего надо найти базис подпространства собственных векторов линейного оператора 
[image: image639.wmf]j

, принадлежащих собственному значению 
[image: image640.wmf]16

1

=

l

. Если 
[image: image641.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

2

1

,

16

)

(

u

u

U

u

u

j

, то 
[image: image642.wmf]q

=

-

U

E

A

)

16

(

 или


[image: image643.wmf]1

)

16

(

;

0

20

10

,

0

10

5

2

1

2

1

=

-

î

í

ì

=

-

-

=

-

-

E

A

rang

u

u

u

u

.

Общее решение системы 
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Выпишем линейное преобразование переменных, приводящее уравнение к каноническому виду
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Упражнения

1) Привести к каноническому виду уравнение поверхности:
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Ответ: каноническое уравнение эллиптического цилиндра 
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2) Привести к каноническому виду уравнение поверхности:
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Ответ: каноническое уравнение однополостного гиперболоида 
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. Линейное преобразование переменных, приводящее к каноническому виду
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3) Привести к каноническому виду уравнение линии:
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Ответ: каноническое уравнение параболы 
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4) Привести к каноническому виду уравнение поверхности:


[image: image663.wmf].
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Ответ: каноническое уравнение эллиптического параболоида 
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. Линейное преобразование переменных, приводящее к каноническому виду
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Глава 4.3. Каноническая форма Жордана

Линейному оператору, действующему в линейном пространстве V/K, соответствует семейство подобных матриц. Возникает вопрос о виде самой простой матрицы этого семейства. При выполнении некоторых условий особой простой формой является каноническая форма Жордана.

§4.3.1. Относительная линейная независимость

Определение. Векторы называются линейно независимыми относительно подпространства N, если из того, что их линейная комбинация принадлежит подпространству, следует, что все коэффициенты линейной комбинации равны нулю, т.е.
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Линейная независимость относительно нулевого подпространства совпадает с обычной линейной независимостью. Векторы, линейно независимые относительно подпространства, линейно независимы. Обратное выполняется не всегда.

Теорема. Векторы линейного пространства V/K линейно независимы относительно подпространства N тогда и только тогда, когда их объединение с базисом подпространства образует линейно независимую систему.

Доказательство. ( Предположим, что векторы 
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 линейного пространства V/K линейно независимы относительно подпространства N, 
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Система 
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( Пусть векторы 
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 линейно независимы в линейном пространстве V/K, где 
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Итак, как только 
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 линейно независима относительно подпространства. ■

§4.3.2. Относительный базис

Определение. Система векторов 
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 называется базисом линейного пространства V относительно подпространства N, если она линейно независима относительно подпространства, и любой вектор линейного пространства можно представить в виде суммы линейной комбинации этих векторов и вектора из подпространства:
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Теорема. Векторы образуют базис линейного пространства относительно подпространства тогда и только тогда, когда их объединение с базисом подпространства есть базис линейного пространства.

Доказательство: ( Предположим, что система векторов 
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. По предыдущей теореме векторы 
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 линейно независимы, и любой вектор 
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 можно представить в виде их линейной комбинации, т.е. они образуют базис V/K.
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Векторы 
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 линейно независимы относительно подпространства по предыдущей теореме, поэтому образуют относительный базис. ■

Замечание. Теорема дает путь построения относительного базиса. Выберем базис подпространства и достроим его до базиса всего линейного пространства.

Пример. Пусть е1, е2, е3, е4 – базис линейного пространства V, а подпространство N порождено векторами f1 = e1 + e2 + e3, f2 = e1 + e3. Векторы f1, f2 линейно независимы. Линейно независимы также векторы f1, f2, e1, e4. Это следует, например, из того, что ранг матрицы,
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составленной из координат векторов равен 4. Таким образом, f1, f2, e1, e4 – базис линейного пространства, а e1, e4 – относительный базис.

Теорема. Относительную линейно независимую систему можно дополнить до относительного базиса.

Доказательство. Предположим, что система векторов e1, ... , ek  линейно пространства в V относительно подпространства N,  f1, ... , fs - базис N.  Тогда векторы  е1, ..., еk,  f1, ... , fs линейно независимы в V. Дополним их до базиса линейного пространства  V.  Отбросив от этого базиса базис подпространства, получим базис линейного пространства V  относительно подпространства, включающий векторы e1, ... , ek . ■

Теорема. Если в линейном пространстве V/K задана строго возрастающая последовательность подпространств

((( ( N1  ( N2 ( ... ( Nt = V,

то объединение всех относительных базисов Ni  относительно Ni-1  для i от 1 до t является базисом линейного пространства V/K.

Доказательство. Применим последовательно несколько раз первую теорему этого параграфа. ■

§4.3.3. Корневые векторы

Пусть ( – собственное значение линейного оператора (, действующего в линейном пространстве V/K, ( – тождественный линейный оператор, т.е. ((а) = а ( а ( V. Вектор с называется корневым вектором линейного оператора (, принадлежащим собственному значению (, если существует натуральное число s, для которого

(( - (()sс = (.                          (1)

Из этого условия следует, что (( - (()tс = ( для любого натурального числа t > s. Наименьшее натуральное число s, для которого выполнено условие (1) называется высотой корневого вектора с. Высотой нулевого вектора считаем нуль. Ненулевой собственный вектор – это корневой вектор высоты 1, т.е. корневой вектор – это обобщение понятия собственного вектора.

Теорема. Ненулевые корневые векторы, принадлежащие различным собственным значениям, различны.

Доказательство. Пусть (1 и (2 – два разных собственных значения линейного оператора (, с – принадлежащий им общий ненулевой корневой вектор:

(( - (1()nc = (,       (( - (2()mc = (.

Так как (1 ( (2, то многочлены (х - (1)n и (х - (2)m взаимно простые и по теореме о линейном представлении НОД существуют многочлены u(x) и v(x) из K(x(, для которых

u(x) (х - (1)n + v(x) (х - (2)m = 1.

Отсюда

u(() (( - (1()n + v(() (( - (2()m = ( (
( с = ((с) = u(() (( - (1()nс + v(() (( - (2()mс = u(()( + v(()( = (.

Получили противоречие с тем, что с – ненулевой вектор. ■

Теорема. Ненулевые корневые векторы, принадлежащие различным собственным значениям, линейно независимы.

Доказательство. Пусть (1, ... ,(m – различные собственные значения линейного оператора (; с1, ... , сm – ненулевые корневые векторы, принадлежащие этим собственным значениям; h1, ..., hm   - их высоты соответственно.

Методом полной математической индукции по числу векторов m докажем линейную независимость векторов с1, ... , сm. При m =1 утверждение верно, так как один ненулевой вектор образует линейно независимую систему. Предположим, что утверждение верно при m = k. Пусть m= k+1 и  (1с1 + ... + (kck + (k+1ck+1 = (. Применим к обеим частям равенства линейный оператор (( - (k +1()
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(1(( - (k +1()
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По предыдущей теореме векторы 

(( - (k+1()
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с1, ..., (( - (k +1()
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ненулевые, причем они являются корневыми векторами, принадлежащими различным собственным значениям (1, ... ,(k. Проверим, к примеру, что первый из них принадлежит первому собственному значению.

(( - (1()
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Заметим, что композиция отображений некоммутативна, но многочлены от одного и того же отображения перестановочны. Чем мы и воспользовались при проведении данных выкладок. По гипотезе индукции (1 = 0, ..., (k = 0 ( (k+1ck+1 = (  ( (k+1 = (. Векторы с1, ... , сk +1 линейно независимы. ■

Упражнения

1) Докажите, что в комплексном линейном пространстве линейный оператор имеет хотя бы один собственный вектор.

2) Докажите, что высота корневого вектора не превосходит кратности его собственного значения как корня характеристического многочлена.

3) Докажите, что корневые векторы, принадлежащие одному и тому же значению, но имеющие разные высоты, линейно независимы.

4) Пусть с – корневой вектор линейного оператора (, принадлежащий собственному значению ( и имеющий высоту h > 0. Докажите, что

а) вектор (( -( () с имеет высоту h –1;

б) вектор (( -( ()с имеет высоту h, где ( – другое собственное значение линейного оператора (;

в) вектор (-1 с имеет высоту h.
§4.3.4. Корневое подпространство

Определение. Подпространство линейного пространства называется инвариантным относительно линейного оператора (, если линейный оператор ( элементы подпространства отображает в элементы этого же подпространства.

Теорема. Множество всех корневых векторов линейного пространства V/K, принадлежащих одному собственному значению линейного оператора (, образует подпространство линейного пространства V, инвариантное относительно линейного оператора (.
Доказательство. Для доказательства первой части теоремы достаточно проверить все аксиомы линейного пространства.

Если (( - (()hc = (, то (( - (()h ((с) = (((( - (()hc) = ((() = (, т.е. если с – корневой вектор, то и (с – тоже корневой вектор, принадлежащий тому же собственному значению. ■

Обозначим через 
[image: image711.wmf]p
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 множество всех корневых векторов линейного пространства V/K, принадлежащих собственному значению ( линейного оператора (. 
[image: image712.wmf]p
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 – корневое подпространство, принадлежащее собственному значению ( линейного оператора (.

Теорема. Пусть (1, ... ,(m – все попарно различные собственные значения линейного оператора (, действующего в линейном пространстве V/K Тогда линейное пространство V есть прямая сумма корневых подпространств:

V = 
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 ( ... ( 
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             (2)
Доказательство. Так как (1, ... ,(m – все различные собственные значения линейного оператора (, то его характеристический многочлен имеет вид:

((х) = (х - (1)
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 ... (x - (m)
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и многочлены

(1(х) = (x - (2)
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(2(х) = (x - (1)
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(m(х) = (x - (1)
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взаимно простые. По теореме о линейном представлении НОД существуют многочлены v1(x), ..., vm(x) из K(x(, для которых

(1(x)v1(x) + ... +  (m(x)vm(x) = 1 или (1(()v1(() + ... +(m(()vm(() = (.
Для любого элемента a из линейного пространства V получим

(1(()v1(()a + 
[image: image732.wmf]K

 + (m(()vm(()a = a.

Введем обозначения:

(1(()v1(()a = a1, 
[image: image733.wmf]K

 , (m(()vm(()a = am.

Тогда a = a1+ ... +am. Так как  (( - (i)
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 (i (() = (((), а по теореме Гамильтона-Кэли линейный оператор ((() – нулевой, то

(( - (i ()
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( V = 
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Предположим, что y1 + ... +ym = (, yi ( 
[image: image741.wmf]i
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, 1 ( i ( m. Тогда у1 = (, ..., ym = (. В противном случае получаем противоречие с тем, что ненулевые векторы y1, 
[image: image742.wmf]K

 , ym линейно независимы. Из единственности представления нулевого вектора в виде суммы элементов из подпространств следует, что сумма прямая. ■

Замечание. Из доказательства следует, что если 

((х) = (х - (1)
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то
V = Ker(( -(1()
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Упражнения

1) Докажите, что сумма и пересечение подпространств, инвариантных относительно линейного оператора (, также инвариантны относительно (.

2) Докажите, что ядро и образ линейного оператора, действующего в линейном пространстве, инвариантны относительно (.
3) Докажите, что линейные операторы ( и (–(( имеют одни и те же инвариантные подпространства, ( – любое число.

4) Докажите, что если линейный оператор ( невырожден, то ( и (-1 имеют одни и те же инвариантные подпространства.
5) Пусть с – корневой вектор линейного оператора (, принадлежащий собственному значению ( и имеющий высоту h > 0. Докажите, что линейная оболочка для векторов

(( -( ()h –1c, (( -( ()h –2 c, ..., (( -( ()c

является инвариантным подпространством линейного оператора (.
6) Докажите, что корневое подпространство линейного оператора ( является инвариантным подпространством любого линейного оператора, перестановочного с (.
§4.3.5. Канонический базис

Клеткой Жордана называется матрица вида
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, где k ( 1, J1(() = (.

Матрицей Жордана называется клеточно-диагональная матрица вида:
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Для такой матрицы введем обозначение:
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Если все клетки первого порядка, то матрица Жордана диагональная.

Базис линейного пространства называется каноническим относительно линейного оператора (, если матрица линейного оператора ( в этом базисе – матрица Жордана.

Теорема. Если характеристический многочлен ((() линейного оператора (, действующего в конечномерном линейном пространстве над полем К, целиком раскладывается на линейные множители, то в этом линейном пространстве существует канонический базис.

Доказательство следует из построений, которые приведены в следующих параграфах.

Заметим, что из этой теоремы и из основной теоремы алгебры комплексных чисел следует, что в линейных пространствах над полем комплексных чисел канонический базис существует для любого линейного оператора. ■

§4.3.6. Циклическое подпространство

Пусть ( – собственное значение линейного оператора (, действующего в линейном пространстве V/K, ( = ( - ((, с – корневой вектор высоты h, принадлежащий собственному значению (. Подпространство, порожденное векторами с, ((с), (2(с), ... , (h –1(с), называется циклическим.

Теорема. Векторы с, ((с), (2(с), ... , (h–1(с) образуют канонический базис циклического подпространства.

Доказательство. Предположим, что

(1с +(2 ((с) +(3 (2(с) + ... + (k (h –1(с) = (.

Подействовав на обе части этого равенства линейным оператором (h –1, получим (1(h –1(с) = ( ( (1 = 0.
Подействовав на обе части этого равенства линейным оператором (h –2, получим (2 = 0, ..., (k = 0.

Следовательно, векторы линейно независимы. Получили линейно независимую систему образующих подпространства, т.е. базис. Линейный оператор ( = (( + ( действует на элементы этого базис

(с = (с + (с,

(((с) = (((с) + (2с,

(((2с) = ((2 (с) + (3с,

...   ...   ...   ...   ...   ...   …    …

(((h -2 с) = ((h -2 (с) + (h -1с,

(((h -1 с) = ((h -1 (с).

Из этой системы равенств следует, что подпространство инвариантно относительно линейного оператора (.
Иными словами, линейный оператор ( индуцирует линейный оператор подпространства, который мы тоже обозначаем буквой (. Матрица индуцированного линейного оператора в этом базисе подпространства имеет вид Jh ((), т.е. базис канонический. ■

§4.3.7. Построение канонического базиса в корневом подпространстве

Пусть N( – корневое подпространство линейного оператора (, принадлежащее собственному значению ( и ( = ( -((. Через Mi обозначим множество всех тех векторов из N( , высоты которых не превосходят  i, т.е.

Mi = (z ( V, (i(z) = ((.
Ясно, что Mi – подпространство линейного пространства N(, инвариантное относительно линейного оператора (, и 

((( = М0 ( М1 ( ... ( Mi ( Mi –1 ( ... ( N( .

Теорема. Если Mj = Mj+1, то Mj+1 = Mj+2.
Доказательство.

Пусть а ( Mj+2 ( (j +2 а = ( ( (j+1((а) = ( (
( (а ( Mj+1 = Mj  ( (а ( Mj  ( (j ((а) = ( ( (j+1(а) = ( (
( а ( Mj+1  (  Mj+2 ( Mj+1  (  Mj+2 = Mj+1. ■

Итак, цепочка подпространств конечна и имеет вид
((( = М0 ( М1 ( ... ( Mi ( Mi –1 ( ... ( Mk = N(.

Теорема. Если векторы a1, ... , as из Mi для 2 ( i ( k линейно независимы относительно Mi-1, то векторы (a1, ...,(as ( Mi–1 линейно независимы относительно Mi –2.
Доказательство.

Пусть (1(a1 + ...+ (s (as ( Mi –2 (
( (((1a1 + ...+ (s as) ( Mi –2  ( (i -2 (((1a1 + ...+ (s as) = ( (
( (1a1 + ...+ (s as ( Mi –1  (  (1 = 0 , ..., (s = 0.
Векторы (a1, ..., (as линейно независимы в Mi -1 относительно Mi –2. ■
Перейдем к построению канонического базиса в N(.
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 линейно независимы в Mk-1 относительно Mk–2.
Дополним систему этих векторов до базиса Mk-1 относительно Mk –2:
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 – базис Mk –1 относительно Mk–2.

Применяя к этим векторам линейный оператор (, получим систему, линейно независимую в Mk–2 относительно Mk-3. Вновь дополним ее до базиса Mk-2 относительно Mk–3.
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Продолжив действия по описанному алгоритму, получим базис N(.
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Векторы базиса выписаны в виде таблицы, в которой pk столбцов. Векторы столбца i порождают циклическое подпространство Qi, причем
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где базис подпространства Qi канонический. Следовательно, выписав в строчку столбец за столбцом, получим канонический базис линейного пространства V.

Заметим, что матрица линейного оператора ( в этом базисе диагональна тогда и только тогда, когда N( = M1.

Пример. Матрица линейного оператора (  в базисе e1, e2, e3, e4, e5 линейного пространства имеет вид
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Построить канонический базис.

Характеристический многочлен ((() = (А - (Е( линейного оператора имеет один корень ( =3.
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Матрица линейного оператора ( = ( -3(  в этом базисе
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Пусть z =x1e1 + ... + x5e5, ((z) = ( (
( x1(e1 + x2(e2 + x3(e3 + x4(e4 + x5(e5 = ( (
( x1(3e2 +3e3) + x23e3 + x3( + x4(-e5) + x5( = ( (
( 3x1e2 +3(x1+ x2 )e3 – x4e4 = (.

Эти выкладки в матричном виде можно записать так:
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Таким образом, если 
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Для нахождения координат 
[image: image779.wmf]5
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 вектора z при условии 
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Так как 
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 – нулевая матрица, то условию 
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 удовлетворяют все векторы линейного пространства, т.е.
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Перейдем к построению относительных базисов.
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В базисе М2 можно заменить е2 на 
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 линейно независимы в М1 и их можно взять в качестве базиса М1. Объединение относительных базисов – базис корневого пространства.
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Расположим эти векторы несколько в ином порядке
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Линейный оператор 
[image: image795.wmf]φ

 действует в этом базисе так:


[image: image796.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

=

+

=

=

+

=

+

=

    

.

ψ

3

      

          

          

)

ψ

(

φ

,

ψ

3

φ

,

ψ

)

ψ

(

φ

,

ψ

ψ

3

)

ψ

(

φ

,

ψ

3

φ

4

4

4

4

4

1

2

1

2

1

2

1

1

1

1

1

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e

e


Матрица линейного оператора 
[image: image797.wmf]φ

 в этом базисе имеет канонический вид – состоит из двух клеток Жордана
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Следовательно, 
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 – канонический базис.

§4.3.8. Построение канонического базиса в общем случае

Линейное пространство является прямой суммой корневых подпространств, если характеристический многочлен линейного оператора 
[image: image800.wmf]φ

 разлагается на линейные множители над основным полем К. Поэтому достаточно построить канонический базис каждого корневого подпространства и их объединение – это канонический базис линейного пространства.

Пример. Матрица линейного оператора А в базисе 
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 линейного пространства имеет вид:
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Построить канонический базис.

В этом примере мы будем записывать координаты вектора не в виде матрицы-строки, а в виде матрицы-столбца. Это сделано в связи с тем, что во многих учебниках применяется такая запись и студентам неизбежно придется осваивать обе формы записи. Характеристический многочлен линейного оператора
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целиком раскладывается на линейные множители. Его корни (1 = 0, (2 = -1.

Линейное пространство L можно представить в виде прямой суммы корневых подпространств 

L = N0 ( N-1,, где N0 = Ker A4, N-1 = Ker(A + ( ).

Построим канонический базис подпространства N0. Для этого прежде всего найдем базисы подпространств Mi = Ker(A -0()i из возрастающей цепочки
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= M0 ( M1 ( M2 ( M3 ( M4 = N0.

В этой цепочке вначале идут строгие включения, а затем равенства. Найдем абсолютный базис M1 = Ker A.

Вектор х( Ker A ( A(x) = ( ( AX = (, где X = (x1 x2 x3 x4 x5 x6 )T – матрица-столбец координат вектора х. Значок Т указывает на то, что необходимо матрицу транспонировать.

Запишем и решим систему AX = (.
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Прибавим ко второму уравнению первое, домноженное на 3, к третьему первое, домноженное на 2. Обе части четвертого уравнения разделим на 3. К шестому уравнению прибавим пятое, домноженное на 2. Новое шестое уравнение совпало с четвертым. Обе части пятого уравнения домножим на –1. Система преобразовалась к следующему виду:
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Объявим базисными переменными х1, х4, х6, а свободными х2, х3, х5 . Тогда
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Решение системы
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Rang A =3, dim M1 =6 –3 =3. Базис М1: 
[image: image810.wmf].
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Найдем базис M2 = Ker A2.
Вектор х( Ker A2 ( A2 (x) = ( ( A2 X = (, где X = (x1 x2 x3 x4 x5 x6 )T – матрица-столбец координат вектора х.
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Запишем и решим систему A2 X = (,
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Система преобразовалась к виду
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Решение системы 
[image: image818.wmf];
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rang A2 =2,  dimM2 = 6 –2 = 4. 
Базис М2 : а1, а2, а3, 2а4 – а5 + а6 .

rang A3 =2, dimM3 = 4 ( М2 = М3 = N0.

((( ( М1 ( М2 = N0 . dimM1 = 3, dimM2 = 4. 

Базис М1 достроим до базиса М2. Добавим к базису М1 вектор а1. Ранг матрицы
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составленной из коэффициентов векторов а1, -а1+а2, а1+а3, 2а4+а5 – а6, равен 4. Следовательно, эти четыре вектора – базис М2. Базис М2 получен из базиса М1 добавлением вектора а1, т.е. а1 – базис М2 относительно М1. Вектор А(а1) = а1 –3а2 –2а3 ( М1 можно включить в базис М1 вместо вектора – а1 +а2.

Так как векторы а1 –3а2 –2а3, а1+а3, 2а4+а5 – а6 линейно независимы – ранг матрицы из их коэффициентов равен трем:
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Канонический базис N0: e1 = a1,

е2 = A(a1),

е3 = a2 – a1,

е4 = 2a4 +a5 = a6.

Построим канонический базис подпространства N-1. Найдем базисы подпространств Mi = Ker B i из возрастающей цепочки

((( = M0 ( M1 ( M2 = N-1; B = (A +().
Найдем абсолютный базис M1 = Ker B. Вектор х( Ker B ( 

( B(x) = ( ( BX = (, где X = (x1 x2 x3 x4 x5 x6 )T – матрица-столбец координат вектора х. Запишем и решим систему BX = (,
B =
[image: image823.wmf].
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Решение системы: х1 = 0,

х2 = 0,

х3 = 0,

х4 = 3
[image: image826.wmf]α
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х5 = 3
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х6 = -4
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, ( – любое число.
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Вектор 3а4 + 3а5 -4а6 –  базис М1.
Найдем абсолютный базис M2 = KerB2 . Вектор х( KerB2 ( B2(x) = ( ( B2X = (, где X = (x1 x2 x3 x4 x5 x6 )T – матрица -столбец координат вектора х. Запишем и решим систему B2X = (,
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rang B2 = 4, dim M2 = 6 –4 = 2,
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Решение системы: х1 = 0,
х2 = 0,

х3 = 0,
х4 = 3( +3(,
х5 = (,

х6 = 2(; (, ( – любые числа;
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Векторы 3а4 + а5, 3а4 +2а6 – базис М2.

Так как кратность корня –1 равна двум, то ((( = M0 ( M1 ( M2 = N-1.
Найдем относительный базис M1 относительно M2. Так как ранг матрицы, составленной из координат векторов 3а4 + 3а5 - 4а6, 3а4 + 2а6, равен двум, то эти векторы линейно независимы в М2, и мы заменим полученный базис на новый базис, состоящий из этих элементов. Следовательно, f1 = 3а4+2a6 – базис M1 относительно M2. Векторы f1 и В(f1) – базис башни.
е1 = а1, B(e1) а1 –3а2 –2а3,

e2 = а2 - а1, 

e3 = -2а4 –а5 + а6,

f1 = 3а4 +2а6,

B(f1) = 9а4 +9а5 –12а6 – канонический базис. 

Матрица линейного оператора в этом базисе


[image: image834.wmf])

1

(

)

0

(

)

0

(

)

0

(

1

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

2

1

1

2

-

Å

Å

Å

=

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

J

J

J

J


состоит из четырех клеток Жордана, две клетки второго порядка и две – первого.

§4.3.9. Единственность канонической формы Жордана

Теорема. Матрицы линейного оператора в двух разных канонических базисах составлены из одних и тех же клеток и отличаются лишь порядком расположения клеток.

Доказательство. Возьмем два канонических базиса линейного пространства для линейного оператора (. Суммы порядков клеток Жордана матрицы линейного оператора для его фиксированного собственного значения равны кратности этого собственного значения как корня характеристического многочлена линейного оператора.

Поэтому она одна и та же для матриц линейного оператора в разных канонических базисах (так как матрицы линейного оператора в разных базисах подобны, характеристические многочлены подобных матриц равны и многочлены представляются в виде произведения неприводимых множителей единственным образом). Тем самым доказательство теоремы сводится к доказательству утверждения в корневом пространстве.

Фиксируем произвольное собственное значение 
[image: image835.wmf]ρ

 линейного оператора и пусть корневое пространство представимо в виде прямой суммы циклических подпространств двумя способами
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[image: image837.wmf].
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Нам надо доказать, что r = s, ki = li. Без ограничения общности можно считать, что k1 ( k2 ( ... ( ks ,  l1 ( l2 ( ... ( lr. Предположим, что k1 = l1 , ... , 
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= (l1 –lj) + ... + (lj-1 – lj) = k1 –lj) + ... + (kj –1 –lj)

(так как k1 = l1 , ... , kj –1 = lj –1) ( (kj – lj) + ... = 0.

В сумме (kj – lj) + ... все слагаемые или равны нулю или положительны. Получили противоречие с тем, что она должна равняться нулю. Продолжив рассуждения аналогичным образом, получим ki = li , r = s.
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